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Streszczenie

Praca dotyczy konstrukeji pierscieni spetniajacych zadane wlasnosci algebraiczne. Gtow-
nym obiektem badan sa algebra Sciezek Leavitta oraz wtasnosci anihilatoréw pierscieni.
Dla algebry $ciezek Leavitta Ly (F) przedstawiamy warunki konieczne i wystarczajace,
aby spelniata ona Wtasnosé (A). W przypadku pierwszych algebr $ciezek Leavitta Ly (F)
konstruujemy klase maksymalnych przemiennych podalgebr. Przedstawiamy réwniez kon-
strukcje pierscienia A spelniajacego warunek anihilatorowy (a.c.), dla ktérego ani pierscien

wielomianéw A|x], ani pierécien szeregdéw potegowych Al[x]] nie spelnia tego warunku.

Stowa kluczowe: algebry $ciezek Leavitta, anihilatory, pierécienie z Wtasnoscia (A),

maksymalne przemienne podalgebry, warunek anihilatorowy.



Abstract

The thesis focuses on constructions of rings satisfying specified algebraic properties. The
main object of research are Leavitt path algebra and the properties of ring annihilators. For
Leavitt path algebras, denoted by Ly (FE), we present necessary and sufficient conditions
for it to satisfy Property (A). In case of prime Leavitt path algebras, we construct a class of
maximal commutative subalgebras. We also introduce a construction of a ring A satisfying
the annihilator condition (a.c.), where neither the polynomial ring A[z] nor the power

series ring A[[z]] satisfies this condition.

Keywords: Leavitt path algebras, annihilators, rings with Property (A), maximal

commutative subalgebras, annihilator condition.
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Rozdziat 1

Wstepne informacje i ustalenie

notacji

Przedmiotem pracy jest opis pewnych konstrukeji tacznych pierscieni nieprzemiennych.
Zaznaczamy, ze nie wymagamy przemiennosci mnozenia i nie zaktadamy, ze pierscienie sg
z jedynka. Jesli rozwazamy pierscienie przemienne lub posiadajace jedynke, to wyraznie to
podkreslimy.

Algebra nad ciatlem K nazywamy pierscien R, ktory jest jednoczesnie przestrzenia
wektorowg nad K oraz dla dowolnych elementéw x,y € R i a,b € K zachodzi (az) - (by) =
(ab)(a - ).

Klasycznym przykladem pierécienia (a jednoczesnie algebry nad K) jest pierscien
M, (K) macierzy n x n nad cialem K. Innym znanym przykladem pierscienia nieprze-
miennego ktoéry jest algebra nad R, sg kwaterniony Hamiltona zdefiniowane w zbiorze
H = {ae +bi+cj+dk: a,bc,de R}, gdze e,i,j, k sa pewnymi elementami bazowymi
przestrzeni czterowymiarowej nad R speliajacymi réwnosci i2 = j2 = k% = ijk = —e,
et = ie =1, ej = je = j, ek = ke = k. Algebra kwaternionéw Hamiltona jest wazna,
poniewaz zgodnie z twierdzeniem Frobeniusa jest jedng z trzech skonczenie wymiarowych
algebr nad R, w ktorej wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne.

Istotne jest znajdywanie przyktadéw pierécieni posiadajacych zadane wtasnosci. Wtedy
wprowadzone abstrakcyjnie pojecia maja realizacje. Konstrukcje pierscieni czy algebr
speliajacych okreslone warunki pozwalaja lepiej zrozumie¢ wprowadzang wlasnosé.

Jednym z takich zagadnien jest badanie maksymalnych podobiektéw algebry. Pro-

blemy dotyczace znajdowania maksymalnych ze wzgledu na relacje zawierania podalgebr



(niekoniecznie tacznych) algebr, w szczegélnosci maksymalnych przemiennych podalgebr,
byly rozwazane miedzy innymi w pracach [24], [25], [46] oraz [47]. Znany wynik Schura
(zob. [48]) moéwi, ze dla dowolnego ciala algebraicznie domknietego K charakterystyki 0
wymiar nad K dowolnej przemiennej podalgebry algebry macierzy n x n nad K wynosi
CO najwyzej L";J + 1, gdzie | | oznacza cze$¢ catkowita liczby. Rezultat ten rozszerzyt
Jacobson w pracy [32] na przemienne podalgebry algebry M, (K') dla dowolnego ciata K.
Co wiecej, znany jest przyktad przemiennej podalgebry M, (K), ktorej wymiar wynosi
doktadnie | ] + 1.

Duzo informacji o strukturze i wlasnosciach pierécieni dostarczaja anihilatory ich podo-
biektow. Anihilator elementu w pierscieniu jest zbiorem wszystkich elementow pierécienia,
ktére po pomnozeniu z lewej lub prawej strony daja zero.

W rozprawie bedziemy bada¢ wybrane wtasnosci anihilatorowe. Wazng wlasnodciag
przemiennych pierscieni noetherowskich jest to, ze anihilator dowolnego ideatu V' skta-
dajacego sie z dzielnikéw zera jest niezerowy. Wynik ten nie jest prawdziwy dla wielu
innych pierscieni, nawet w przypadku, gdy ideal V jest skonczenie generowany. W pracy
[31] wskazana wlasnosé nazywana jest Wtasnoscia (A). Wtasnosé (A) jest Scisle zwiazana
z innym warunkiem anihilatorowym. Lucas w pracy [36] wprowadzil nastepujace pojecie:
pierécienn przemienny R ma warunek anihilatorowy (w skrocie (a.c.)), jesli dla kazdego
skonczenie generowanego idealu V' pierscienia R istnieje element b € R, ktorego anihilator
jest réwny anihilatorowi V. Zagadnienia dotyczace analizy anihilatoréw i ich wtasnosci

poruszane sa miedzy innymi w pracach [27], [28], [31], [52].

W drugim rozdziale wprowadzamy konstrukcje algebry Sciezek Leavitta nad cialem K
grafu F, ktére oznaczaé¢ bedziemy przez L (F). Przedstawiona zostanie krétka historia
zwigzana z wprowadzeniem wspomnianej konstrukeji. Nastepnie podamy przyktady algebr,
ktore mozna reprezentowadé jako algebre Sciezek Leavitta pewnego grafu, w tym algebre
macierzy n X n nad ciatem K. Istotng role w algebrach $ciezek Leavitta petnig zamkniete
Sciezki, dlatego przedstawimy ich podstawowe wlasnosci. Interesujacym jest znalezienie
warunkéw koniecznych i wystarczajacych, jakie powinien spetnia¢ graf, aby algebra $ciezek
Leavitta posiadata zadane wlasnosci. Odpowiedz na tego typu pytanie bedzie gtéwnym
motywem duzej czesci wynikow przedstawionych w tej dysertacji.

Trzeci rozdziat jest poswigcony wlasno$ciom anihilatorowym w algebrze Sciezek Le-

avitta. Przedstawione zostang warunki konieczne i wystarczajace, aby algebra byta prosta



(Lemat 3.1.5) oraz pierwsza (Twierdzenie 3.1.6). Wyniki te sa znane w literaturze, ale
przytaczamy je dla kompletnosci rozwazan. W dalszej czesci odpowiadamy na pytanie
o warunki konieczne i wystarczajace, jakie powinien posiada¢ graf, aby algebra sciezek
Leavitta speliata Wtasno$¢ (A) (w przypadku gdy liczba wierzchotkéw jest skonczona
zob. Twierdzenie 3.1.8, w przypadku nieskonczonym zob. Twierdzenie 3.1.9). W tym
celu podajemy pewna konstrukcje (Definicja 3.1.1) prowadzaca do podziatu grafu F na
wladciwe podgrafy &1, &, takie ze Lx(E) = Lk (&) X Lk (&) (Stwierdzenie 3.1.3).

W kolejnym rozdziale przedstawiamy nowa konstrukcje przemiennych podalgebr pierw-
szych algebr Sciezek Leavitta (Twierdzenie 4.2.1). Dowodzimy, ze konstrukcja ta prowadzi
do maksymalnych przemiennych podalgebr Ly (E), opierajac sie na odpowiednim rozbiciu
zbioru wierzchotkow grafu. W omawianym rozdziale rozszerzamy wynik Schura dla alge-
bry macierzy M, (K) na pierwsze algebry Sciezek Leavitta Ly (FE) (Stwierdzenie 4.2.17)
oraz podajemy niezalezny, alternatywny dowod znanego faktu mowiacego, ze tak zwane
jadro przemienne (wprowadzone w [18]) algebry Ly (E) jest jej maksymalng przemienng
podalgebra.

W ostatnim rozdziale konstruujemy algebre A, speliajaca prawostronny warunek
anihilatorowy (a.c.), ktérej ani pierscien wielomianéw A[z], ani pierécien szeregéw potego-
wych A[[z]] nie spelnia tego warunku (Stwierdzenia 5.2.2 i 5.2.3). Przedstawiamy réwniez
konstrukcje algebry, ktora nie spetnia prawostronnego warunku anihilatorowego (a.c.),

natomiast w pierscieniu A[z] wlasnos¢ ta jest spetniona (Stwierdzenia 5.3.11 5.3.7).
Definicja 1.1.1. Ideatem pierscienia R nazywamy kazdy podzbiér T' zbioru R o nastepu-
jacych wlasnosciach:

1. T jest podgrupa addytywnej grupy R,
2. dla kazdego v € Ri « € T zachodzi va € T,

3. dla kazdego v € Ri «a € T zachodzi ay € T.

7 uwagi na to, ze na ogd6t nie zaktadamy przemiennosci rozwazanych pierscieni, wy-
roznia¢ bedziemy jednostronne podstruktury. Zatem ideal jest ideatem lewostronnym

(prawostronnym,), jesli zachodza warunki 11 2 (odpowiednio 1 i 3).

Definicja 1.1.2. Ideal T nazywamy ideatem gtéwnym, jesli T' generowany jest przez jedno-
elementowy podzbior pierécienia R. Odpowiednio definiujemy prawostronne i lewostronne

ideaty gtowne.



Jesli w pierécieniu kazdy skorniczenie generowany ideat (ideat prawostronny) jest ideatem
gléwnym, to méwimy, ze pierscien ten jest pierScieniem Bézout (prawostronnie Bézout).

Wspomniane klasy pierscieni sa dobrze opisana w literaturze.

Definicja 1.1.3. Powiemy, ze R posiada lokalne jednosci, jezeli dla kazdego skoriczonego

podzbioru R istnieje element neutralny ze wzgledu na mnozenie.

Definicja 1.1.4. Pier$cien R nazywamy pierwszym, jezeli dla dowolnych dwéch elementéw

a,b € R, aRb = 0 implikuje a =0 lub b = 0.

Do weryfikacji pierwszosci pierscienia czasami wygodnie jest skorzystaé¢ z jednego

z réwnowaznych warunkéw odnoszacych sie do jego ideatow.

Twierdzenie 1.1.1. Niech R bedzie pierScieniem. Wowczas nastepujgce warunki sq

TOWNOWazne:

1. Dla dowolnych dwéch ideatow T, @ pierscienia R, jesli TQ = {0}, to T = {0} lub
Q ={0}.

2. Dla dowolnych dwéch prawostronnych idealéow T, Q) pierscienia R, jesli TQ = {0},
toT = {0} lub @ = {0}.

3. Dla dowolnych dwdch lewostronnych ideatow T, Q) pierscienia R, jesli T'Q) = {0}, to
T = {0} lub @ = {0}.

Niech I bedzie niepustym zbiorem indekséw oraz X = {x; : i € I'}. Stowem nazywamy

dowolny skonczony ciag elementow ;.

Definicja 1.1.5. Wolnym monoidem nad zbiorem X, oznaczanym przez (X ), nazywamy
zbior wszystkich stéw elementéw ze zbioru X (wraz ze stowem pustym, oznaczanym przez
1) oraz mnozeniem okreslonym przez konkatenacje stow.

Na przyktad

T1X9X1 * T1X1X3T4T92 — L1 XX 1T1X1X3L4T2.

Oczywiscie powyzej definiowane mnozenie jest tgczne oraz 1 jest elementem neutralnym.
Dtugoscia stowa w jest liczba elementow w nim wystepujacych. Przyjmujemy, ze dtugosé

stowa pustego wynosi 0. Na przyktad, dtugosé w = z;, ... x;, jest réwna |w| = t.
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Uwaga 1.1.1. Funkcja dtugosci jest homomorfizmem monoidéw (X) — (N, +), poniewaz
lvw| = |v| + |w|, Yw,v € (X).

Uwaga 1.1.2. Dla kazdego monoidu M i dowolnego podzbioru {a; : i € I} zbioru M
rozwazmy wolny monoid (X) nad zbiorem X = {x; : i € I}. Wowczas odwzorowanie
x; — a; rozszerza sie jednoznacznie do homomorfizmu monoidéw (X) — M (zadanego
= Q).

przez T, . .. T,

Definicja 1.1.6. Niech K bedzie ciatem. Wolng {gczng K-algebrg K(X) o zbiorze gene-
ratoréw X = {z; : i € I} nazywamy przestrzen wektorowa nad K o bazie (X). Mnozenie

definiujemy w nastepujacy sposob

( Z cww>< Z ch) :< Z cZu),
we(X) ve(X) ue(X)

3 /o /
gdzie ¢, = > p—u CwCy-

Elementy ze zbioru K (X) nazywamy nieprzemiennymi wielomianami (lub w skrocie
wielomianami). Oczywiscie, dla elementu f € K(X) istnieje skonczony zbiér indeksow
0, ...,% € I, taki ze jedynie z;,, ..., z;, € X wystepuja w f. Woéwczas bedziemy zapisywac
f=flziy, ... ,x).

Uwaga 1.1.3. Dla dowolnej K-algebry R i dowolnej funkcji ¢ : X — R mamy jednoznacznie
zdefiniowany homomorfizm ¢ : K(X) — R, dla ktorego ¢(x;) = 1(z;), mianowicie, jesli

r; = ¥ (x;), najpierw definiujemy ¢ na stowach
QS(ZEH Ce Zl?it) =Ti - Ty

pézniej rozszerzamy ¢ liniowo, to jest ¢(X, cw) = X CwP(Ww).

W szcezegdlnosei, gdy {r; : ¢ € I} generuje R, to ¢ jest suriekcja, wiec
R = K(X)/ker ¢.

Niech I, J beda zbiorami indekséw. Dla X = {x; : ¢ € I} i elementéw f; € K(X) dla
J € J, powiemy, ze rodzina T jest generowana przez relacje f; = 0 dla j € J, jesli T jest
generowany przez elementy f;. Wowczas powiemy takze, ze algebra R = K(X)/T jest
generowana przez relacje f; = 0.

Chociaz ponizsze dwie definicje nie wiazg sie bezposrednio z rozwazanymi przez nas

zagadnieniami, to postanowiliSmy je przypomnieé, poniewaz wykorzystuje si¢ w nich pojecia
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obecnie prezentowane oraz pojawia sie one w czesci motywujacej badania przedstawione w

Rozdziale 4.

Definicja 1.1.7. Wielomian f = f(z1,...,x,) € K(X) nazywamy toZsamoscig wielomia-
nowg K-algebry R, jesli dla kazdych rq,...r, € R zachodz f(rq,...,r,) =0.

W takim przypadku méwimy réwniez, ze R spefnia tozsamosé

flz,...,x,) = 0.

Definicja 1.1.8. Jedli niezerowy wielomian f jest tozsamosciag wielomianowa algebry R,

to R nazywamy Pl-algebrg (ang. polynomial identity).

Definicja 1.1.9. Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech (X') bedzie wolnym monoidem

nad zbiorem X.

1. Niech f =3 ¢,w bedzie wielomianem nalezacego do K (X), gdzie ¢,, € K, w € (X).

Wowczas kazdy sktadnik c,w nazywamy jednomianem f.

Stopniem jednomianu c,w nazywamy dlugos$é |w|, natomiast stopniem f nazywamy

maksimum ze stopni wszystkich niezerowych jednomianow.

2. Nos$nikiem wielomianu f nazywamy zbior
supp(f) = {w € (X) : ¢, # 0}.

Wielomian f nazwiemy jednorodnym, jesli dla kazdego w € supp(f), jednomian ¢, w ma

ten sam stopien.

Waznym narzedziem w badaniu i konstruowaniu pierscieni nieprzemiennych jest twier-
dzenie Bergmana znane powszechnie pod nazwa Diamond Lemma. Dostarcza ono warunki
wystarczajace na przeprowadzenie ciggu redukcji danego jednomianu i otrzymanie elemen-
tow w tak zwanej jednoznacznej normalnej postaci.

Niech K bedzie cialem i niech X bedzie zbiorem. Niech R = K(X) bedzie wolna
algebra taczna nad K o generatorach z X. Mowiac o czeSciowym porzadku < w monoidzie
(X)), mamy na mysli, ze dla dowolnych elementéw a, b, b, c € (X), jesli b < ¥V, to abe < ab'c.
Czesciowy porzadek spetnia warunek tancucha zstepujacego, jesli kazdy tancuch zstepujacy
stabilizuje si¢. Przez system redukcji dla R rozumiemy zbior par indeksowanych po pewnym

zbiorze I, S = {(m;,n;),: i € I}, gdzie m; € (X) jest jednomianem oraz n; € R dla

12



kazdego i € I. System redukcji wskazuje nam, ze kazde wystgpienie jednomianu m; mozemy
zastapi¢ elementem n;. Méwimy, ze S jest kompatybilny z cze$ciowym porzadkiem, jesli
dla kazdego ¢ € I kazdy jednomian m w no$niku n,; spetnia m < m;.

Dla dwéch jednomianéw a,b € (X) i elementu (m;,n;) € S definiujemy odwzorowa-
nie romp : & — R, przeksztalcajace am;b na an;b, a pozostale elementy przeksztatca
tozsamosciowo. Odwzorowania r,,, nazywamy redukcjami. Méwimy, ze element R jest
zredukowany nad systemem redukcji S, jesli jest staly ze wzgledu na kazda z redukcji.
Element s € R jest skonczenie redukowalny, jesli dla kazdego ciggu redukcji 1,79, 73, . ..

ciag 11(s),m2(8), r3(s), . .. stabilizuje sie.

Lemat 1.1.2 (Bergman’s Diamond Lemma, [16, Theorem 1.2]). Niech K bedzie ciatem,
X bedzie zbiorem i niech R = K(X) bedzie wolng algebrg tgczng nad K. Niech < bedzie
czesciowym porzgdkiem na (X) spelniajgcym warunek {ancucha zstepujgcego. Niech S =
{(mi,n;),: i € I} bedzie systemem redukcji kompatybilnym z <. Rozwazmy nastepujgce

dwa warunki:
1. (Rozwigzalnosé naktadan.) Jesli a,b,c € (X) i istniejq i,j € I, dla ktérych ab = m;
i bc = myj, to istnieje cigg redukcyi przeksztatcajgcy nic i@ an; na wspdlny element.
2. (Rozwigzalnos¢ inkluzji.) Jesli a, b, c € (X) i istniejg i,7 € I, dla ktérych abc = m;
1 b=m;, to istnieje ciqg redukcji przeksztatcajgcy n; 1 anjc na wspolny element.
Jesli zachodzg powyzisze dwa warunki, to kazdy element R jest skonczenie redukowalny
wzgledem S. Dodatkowo, niech W' bedzie idealem generowanym przez relacje {m; = n;}icr.

Kazdy element R/W moZe zostaé wéwczas jednoznacznie przedstawiony w postaci r + W,

gdzie r jest elementem warstwy r + W i jest zredukowany nad systemem redukcyi S.

Definicja 1.1.10. Centrum pierécienia R nazywamy zbiér Z(R) wszystkich elementéw

przemiennych, ze wzgledu na mnozenie, ze wszystkimi innymi elementami tego pierscienia.
Z(R) :={r € R | dla dowolnego b € R, rb = br}.

Definicja 1.1.11. Element r pierscienia R, dla ktérego istnieje element b # 0, taki ze
rb = 0 (odpowiednio br = 0) nazywamy lewostronnym (odpowiednio prawostronnym)

dzielnikiem zera.

W pracy bedziemy rozwazaé¢ pewne witasnosci zwigzane z anihilatorami zbioréw. Defi-

nicje anihilatora przedstawiamy ponizej.
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Definicja 1.1.12. Niech R bedzie pierscieniem i S C R. Anihilatorem prawostronnym
zbioru S nazywamy zbior wszystkich elementéw a € R, dla ktérych dla kazdego s € S

zachodzi sa = 0, czyli
ann?(S) = {a € R: sa = 0 dla dowolnego s € S}.

Latwo zauwazy¢, ze anihilator zbioru S jest ideatem prawostronnym pierscienia R. Ozna-

czamy go przez ann’(S) Analogicznie definiujemy anihilator lewostronny annl(S).

Definicja 1.1.13. Pierscien macierzy kwadratowych n x n nad pierscieniem R oznaczaé
bedziemy przez M, (R). Radykal Jacobsona pierécienia R, czyli przeciecie wszystkich

prawostronnych maksymalnych idealéw tego pierscienia, oznaczaé¢ bedziemy przez J(R)

Definicja 1.1.14. Niech I' bedzie pétgrupa. Pierscien A nazywamy I' zgradowanym
(lub w skrécie zgradowanym), jesli A = @, cr A, gdzie kazdy sktadnik A, jest podgrupa
addytywna A i zachodzi A, - A; C A5 dla kazdych 7,0 € I'.

Elementy podgrupy addytywnej A, nazywa¢ bedziemy elementami jednorodnymi

stopnia v, lub pisa¢ deg(a) =, dla a € A,

14



Rozdziat 2

Wprowadzenie do algebr Sciezek

Leavitta

2.1 Rys historyczny

Historia algebry Sciezek Leavitta ma dwie catkowicie niezalezne genezy. Wiecej szcze-
gétéw mozna znalezé w pracy [1].

Powiemy, ze pierscienn R posiada wlasnos¢ IBN (ang. Invariant Basis Number), jesli
dla dowolnych liczb catkowitych m, k > 0 fakt, ze lewostronne wolne R-moduty R™ i R*
sg izomorficzne, implikuje rownosé m = k. Przyktadami pierscieni posiadajacych powyzsza
wtlasnosé sg liczby calkowite i pierscien macierzy nad cialem, co motywuje rozwazanie
powyzszej wlasnosci.

Przyktadem pierécienia, ktory nie posiada wtasnosci IBN jest pierscien B endomorfi-
zmow nieskonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej nad ciatem K. Co wiecej nietrudno
zauwazy¢, ze dla tego pierscienia wolne lewostronne B-moduty B™ i B* sg izomorficzne
dla kazdych m i k.

Mozna zatem zadaé¢ pytanie o istnienie pierécieni R, takich ze R™ i R* sg izomor-
ficzne jako lewostronne R-moduly (co oznaczamy przez R™ = RF) dla pewnych (ale nie

wszystkich) k& > m.

Definicja 2.1.1. Zatézmy, ze pierscien R nie ma wtasnosci IBN. Niech m bedzie najmniej-
szg liczbg catkowita dodatnig, taks ze R™ = R* dla pewnego k > m. Jezeli n oznacza

najmniejsze k spelniajace powyzszy warunek, to méwimy, ze R ma modut typu (m,n).
Na przyktad, wyzej wspomniany pierécien B ma modul typu (1,2).
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Powohujac sie na powyzsza definicje mozemy przeformutowaé pytanie, czy dla dowolnych
m,n, takich ze m < n istnieje modul typu (m,n). Twierdzaca odpowiedZ mozna znalezé

w pracy Leavitta [35].

Twierdzenie 2.1.1 (Leavitt, [35, Theorem 8]). Dla kazdej pary dodatnich liczb calkowitych
n > m i dowolnego ciala K, istnieje K-algebra z jedynkq Ly (m,n) spelniajgca nastepujgce

warunki:
1. Lg(m,n) ma modul typu (m,n),

2. dla kazdej K-algebry A z jedynkq posiadajgcej modul typu (m,n), istnieje naturalny
homomorfizm K-algebr ¢ : Lx(m,n) — A.

Skupimy sie teraz na modutach typu (1,n) dla pewnych n > 1. W szczeg6lnosci istnieja,
izomorfizmy wolnych modutéw ¢ € Hompg(R', R") i ¢y € Homp(R", R'), dla ktérych
Yop=1gr1i¢po1y = 1. Korzystajac z interpretacji homomorfizméw modutéw wolnych
jako macierzy, mozemy stwierdzi¢, ze taki izomorfizm istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

istniejg wektory 1 xnin x 1

(A
( ) Y2
r1 Ty ... T, )| Oraz )
Yn
dla ktorych
N
Yo
(1:1 Ty ... :cn> : = (1g)
Yn
i
Y 1R 0 R 0
Y2 0 1R c. 0
‘(iL’l To ... l‘n>_ .
Yn 0O 0 ... 1p

Inaczej mowiac,

rR' =r R™, dla pewnego n > 1
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wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 2n elementow xq, ..., x,, y1,...,y, € R, takich ze
i=1

Okazuje si¢, ze wyzej wymienione relacje maja bliskie zwiazki z grafowymi C*-algebrami,
co zostato zauwazone i wykorzystane w badaniach. Z drugiej strony, powstata potrzeba
spojrzenia na grafowe C*-algebry z czysto algebraicznego punktu widzenia oraz zbadanie
pewnych analogii miedzy nimi a algebra L¢(1,n). Relacje (2.1) odegraty kluczowa role w
konstruowaniu algebr Leavitta, jak rowniez stanowig motywacje do ogdlniejszej konstrukeji
algebr Sciezek Leavitta.

Ze wzgledu na szczegdlng role jakag odgrywaja C*-algebry, zaréwno w genezie, jak
i w dalszym rozwoju algebr sciezek Leavitta, przedstawimy ogoélny ich zarys. Dostarczony
opis C*-algebr bedzie jedynie podstawowy, na tyle wystarczajacy, aby nawet czytelnik
zupetnie z nimi niezaznajomiony mogt zrozumie¢ ich zwiazek z algebrami Sciezek Leavitta.

Do konca paragrafu, wszystkie algebry beda rozwazane nad ciatem liczb zespolonych
C. Algebra A jest x—algebra, jesli istnieje odwzorowanie x : A — A, takie ze dla kazdych
z,y € Aia € Czachodzi (z+y)* = 2*+y*; (xy)* = y*2* 1* = 1; () = v i (a-2)* = qa®,
gdzie @ oznacza sprzezenie zespolone a. Przyktadem algebry bedacej x—algebra jest algebra
macierzy M, (C), dla ktérej * jest sprzezeniem hermitowskim macierzy. Innym przyktadem
jest pierscien C(T) funkcji ciaglych z kota jednostkowego T = {z € C: |z| = 1} w C,
gdzie f*(2) = f(z), dla z € T.

C*—norma w algebrze A nazywa sie funkcje ||-|| : A — R* spelniajaca: ||ab|| < ||al|-||b][;
lla + oI < [lall + |[oll; [laa*|] = [lal[* = [la*|*; |la]| = 0 < a = 0 i [[Aal| = [All|al| dla
kazdych a,b € Ai A € C. Dla A = M,(C), C*—norma na A zadana jest przez norme
operatorowa, w ktérej elementy M, (C) traktujemy jako operatory C" — C™ z norma
euklidesowsa w przestrzeni C".

C*-norma w x—algebrze A indukuje topologie na A, przez definicje kuli otwartej o

srodku w a € A i promieniu r, jako {b € A, ||b—al| < r}.

Definicja 2.1.2. C*-algebra nazywamy x—algebre A wyposazona w C*-norme || - ||, dla

ktérej A jest zupelna w topologii indukowanej przez || - ||.

Inne spojrzenie na C*-algebry pochodzi z teorii operatoréw. Niech H bedzie przestrzenia
Hilberta i niech B(H) oznacza zbiér ciagltych liniowych operatoréw na H. C*-algebra
jest dowolna zamknieta ze wzgledu na sprzezenia podalgebra A algebry B(H), ktéra jest
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domknieta ze wzgledu na topologie indukowang przez norme B(H). Warto dodaé, ze
C*-algebry majg swoje korzenie we wczesnym rozwoju mechaniki kwantowej. Uzywane
byty do modelowania fizycznego.

Na przestrzeni lat pojawito si¢ wiele pytan odnosnie struktury C*-algebr. Jedno z takich
pytan dotyczyto bezposredniego opisu o$rodkowych, prostych oraz nieskonczonych C*-

algebr. Zostato one rozwiazane w roku 1977 przez Cuntza.

Twierdzenie 2.1.2 (Cuntz, [22, Theorem 1.12] ). Niech n € N. Rozwazmy przestrzen
Hilberta 'H i zbidr {S;}1, izometrii (to jest SFS; = 1) na H. Zalézmy, ze Y1 S;SF = 1.
Przez O,, oznaczmy C*-algebre generowang przez {S;}1—,. Wtedy O,, jest osrodkowq, prostq

oraz nieskonczong C*-algebrg.

W pracy [11] autorzy Ara, Moreno i Pardo rozpatrywali rozszerzenie pojecia czysto
nieskonczonych, prostych C*-algebr w kontekscie pierscieni z jedynka. We wprowadzeniu
pracy [11] zauwazyli, ze algebra Cuntza 9,, jest C*-dopelnieniem algebry Leavitta L¢(1,n)
nad ciatem liczb zespolonych. Motywacja autorow bylo spojrzenie na grafowe C*-algebry
i opisanie, ktére kombinatoryczne wtasnosci odpowiadaja wtasnosciom algebraicznym,
a ktére whasnosciom analitycznym tej struktury. Jako wynik, w pracy [10] autorzy wprowa-
dzili algebraiczne algebry Cuntza-Kriegera, ktore okazuja sie stanowi¢ szczegélny przyktad

algebr $ciezek Leavitta pewnych grafow.

2.2 Algebra Sciezek Leavitta

W pracy grafem nazywaé¢ bedziemy czworke E = (E° E' s, 1), gdzie E° i E' sg
dowolnymi zbiorami, a r, s funkcjami s,7: B — E°.

Elementy ze zbioru E° nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru E' nazywamy
krawedziami. Jesli e € E! jest dowolna krawedzig grafu E, to s(e) oznacza wierzchotek
bedacy poczatkiem krawedzi e, natomiast r(e) oznacza wierzchotek bedacy jej koncem.

Jezeli wierzchotek jest poczatkiem skonczonej liczby krawedzi, to méwimy, ze jest

wierzchotkiem reqularnym.

Przyktad 2.2.1. Rozwazmy nastepujacy graf E.



Dla grafu £ mamy E° = {v,u,w}, E' ={e, f,g} i s(e) =r(e) =v, s(f) = u, r(f) = v,
s(g) =uir(g) =w.

Dla grafu F = (E° E' s,7) i ciala K, definiujemy algebre nad cialem K, ktérej

elementami sg Sciezki w grafie E. Przedstawiamy tu formalng definicje.

Definicja 2.2.1. Niech K bedzie ciatem i niech E bedzie grafem. K-algebra $ciezek nad
E nazywamy algebre ilorazowa algebry wolnej K (E° U E') przez ideal generowany przez

nastepujace relacje:
(V) viv; = &;;v; dla kazdych v;,v; € E°, gdzie d;; oznacza symbol Kroneckera,
(E1) e; = e;r(e;) = s(e;)e; dla kazdego e; € E'.

Zauwazmy, ze istotnie iloczyn krawedzi jest niezerowy tylko wtedy, kiedy tworza one

Sciezke w grafie:
eie; = e;r(€;)s(€j)e; = €ilr(e;)s(e;) ;-

Skoro elementami tej algebry sa $ciezki grafu E, to przedstawiamy jeszcze jak bedziemy
je reprezentowaé w pracy. Sciezkg pu dlugosci n w grafie F nazywamy taki ciag krawedzi
pL=cei...ep e € EYi=12 .. n,ktérych koniec poprzedniej jest poczatkiem nastepnej:
(r(e;) = s(ep1)) dlai =1,...n — 1. Poczatek Sciezki p oznaczamy przez s(u) i jest nim
wierzchotek s(eq). Analogicznie, r(u) = r(e,) jest koncem rozwazanej $ciezki. Przez E°(u)
oznaczamy zbioér wierzchotkow v wystepujacych w Sciezce, czyli takich ze v = s(e) lub
v =r(e) dla pewnej krawedzi wystepujacej w p. Zbior Sciezek grafu E oznaczaé bedziemy
przez Path(F), natomiast dtugos$¢ Sciezki p bedziemy oznaczaé przez |u| (mamy wiec
] = ).

W roku 2005 Abrams i Pino w pracy [6] przedstawili rozszerzenie powyzszej konstrukeji,
najpierw powigkszajac graf o kopie krawedzi ze zmienionym zwrotem, pézniej definiujac
dodatkowe relacje, zwiazane kontekstowo z C*-algebrami.

W dalszej czesci pracy zbior krawedzi o zmienionym zwrocie bedziemy nazywaé krawe-
dziami widmowymi i oznaczaé przez (E1)*.

Definicja 2.2.2. Niech E bedzie grafem. Rozszerzeniem grafu E nazywamy graf
E=(E°, E*U(EY 1 s, gdzie (E")* = {e} : e; € E'}, oraz r’ i s’ sa okreSlone nastepu-
jaco:

g =r, §lp=s, 1r(e)=s(e), ) =r(e).
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Algebry $ciezek Leavitta jest algebra $ciezek grafu E rozbudowana o dodatkowe dwie
relacje. Pierwsza z nich bedzie przypominata relacje y;x; = 6;;1p z réwnosci (2.1) wpro-
wadzonej we wstepie do rozdziatu. Natomiast druga odpowiada relacji > ; z;y; = 1g

ze wspomnianego wczesniej wzoru.

Definicja 2.2.3. Niech K bedzie cialem, a E dowolnym grafem. Algebra Sciezek Leavitta

grafu E ze wspolczynnikami z K nazywamy K-algebre Sciezek nad E z relacjami:
(CK1) efe; = d;r(e;) dla kazdego e; € E' i ef € (E')*.

(CK2) v = Y (eepts(e)=} c€” dla kazdego v € E° bedacego wierzchotkiem regularnym, dla

ktorego istnieje przynajmniej jedna krawedz, ktorej jest on poczatkiem.

Algebre Sciezek Leavitta grafu E oznaczaé bedziemy przez Ly (E).

Przez Scisty zwiazek z C*-algebrami, relacje (CK1) i (CK2) nazywane sa relacjami
Cuntza-Kriegera. Ze wzgledu na warunek (CK2) wprowadzimy nastepujace definicje.
Wierzchotki, ktére nie sg poczatkami zadnych krawedzi nazywaé¢ bedziemy wujsciami.
Natomiast, wierzchotki, ktére nie sg koncami zadnych krawedzi, nazywamy Zrodtam: grafu.

Czesto interesowacé nas bedg grafy, w ktérych z kazdego wierzchotka wychodzi skonczona
liczba krawedzi lub nie wychodzi zadna krawedz. O takich grafach bedziemy moéwic, ze sa

skonczonego rzedu.

Definicja 2.2.4. Méwimy, ze graf jest skonczonego rzedu, jezeli dla kazdego wierzchotka

v zbidér s7!(v) jest skoniczony.

Na og6t bedziemy pracowaé na grafach skoniczonego rzedu. W innym przypadku zostanie
to wyraznie zaznaczone.
Wazng i przydatng informacja jest fakt mowiacy o tym, jaka posta¢ maja jednomiany

w algebrze Sciezek Leavitta.
Lemat 2.2.1 ([6, Lemma 1.5]). Kazdy jednomian z Ly (E) jest jednej z postaci
1. kyv;, gdzie k; € K iv; € E°, lub

2. kei, ...eiel ...ef, gdziek € K, 0,71 >0, 0+7>0,¢, € E'"dla0<s <o,

*
g1

e, € (E") dla0<t<T.
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Jesli graf F ma skonczong liczbe wierzchotkéw vy, ..., v,, to dla dowolnego elementu

a € Li(F) zachodzi Y7 ;v;-a=a- Y, v; = a. Stad mamy nastepujacy lemat.

Lemat 2.2.2. Niech E bedzie grafem, takim ze |E°| < co. Wéwczas Li(E) jest algebrg
2 jedynkq.

Wiele znanych klas algebr nada cialem K mozna zrealizowa¢ jako algebre $ciezek

Leavitta L (F) dla pewnego grafu E.

Przyktad 2.2.2. Pokazmy najpierw, ze algebra macierzy n x n jest jednym z takich
przyktadéow. Rozwazmy graf € = (E°, B!, s,r), gdzie E° = {vy,...,v,}, E' = {e1,...en 1}
oraz

s(e;) = v, r(e;) =viq1, dlai=1,...,n—1.

e €n—1

E =t T oV (2.2)

Po pierwsze, zauwazmy, ze z kazdy wierzchotek oprocz v, jest poczatkiem doktadnie
jednej krawedzi co powoduje, ze warunek (CK2) redukuje si¢ do v; = eef, dla i =
1,2,...,n— 1. Co wiecej, kazda Sciezka w grafie £ ma posta¢ p = eeiq1...¢€5, (i < j),
a zatem z Lematu 2.2.1 jednomiany w tak utworzonej algebrze Sciezek Leavitta redukuja
swg posta¢ do jednej z nastepujacych:

1. lﬂ}i,

2. k€i€i+1 - €4y (] = Z),

3. kejes_y...€f, (J > 1),

gdzie k € K, v; € E° e, € EY,dlape {i,i+1,...,5}.
Okreslamy przeksztalcenie ¢ : L (E) — M, (K), ktére na jednomianach definiujemy

nastepujaco:
o(vi) = E(i,1),
dles .. e;) = Ei,j+ 1), (2.3)
olej...ef) = E(j + 1,1),

gdzie E(1,j) oznacza macierz, ktéra w i-tym wierszu i j-tej kolumnie ma wartos$¢ 1,
a pozostate elementy macierzy sa zerami.

Nietrudno jest zauwazy¢, ze rozszerzajac ¢ liniowo otrzymujemy izomorfizm algebr.
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Warto pamiegta¢ o przyktadzie grafu £ ze wzgledu na to, ze znane fakty o algebrze
macierzy beda stanowity punkt wyjsciowy do czesci rozwazan.

W dalszej czesci pracy, dla wybranych klas algebr przedstawimy warunki konieczne
i wystarczajace jakie nalezy zada¢ na graf, aby algebra Sciezek Leavitta nalezata do

rozwazanej klasy.

Przyktad 2.2.3. Kolejnym wartym uwagi przyktadem jest graf E sktadajacy sie z jednego

wierzchotka v i jednej petli e opartej na tym wierzchotku.

Z Lematu 2.2.1 i Warunku (CK1) dostajemy, ze jedynymi niezerowymi elementami Ly (F)
sa elementy postaci kv, ke™ i k(e*)" dla pewnego k € K in > 0.

Zauwazmy dodatkowo, ze z Lematu 2.2.2, v jest elementem neutralnym tej algebry

n n,m

oraz €™ (e*)" = €™ ", dla m > n i podobnie (e¢*)"e™ = (e*)" ™, dla n > m. Dostajemy
wiec, w naturalny sposéb, izomorfizm ¢ : Li(E) — Klz,z7!] algebry $ciezek Leavitta

grafu F i piercienia wielomianéw Laurenta (¢(v) = 1, é(e) = x, ¢(e*) = z71).

Naszym kolejnym celem bedzie opisanie niektérych wtasnosci zwigzanych ze Sciezkami
w grafie.

Przypomnijmy, ze $ciezks jest ciag elementéw zbioru £, dlatego w rozszerzonym grafie
dla Sciezki p = e . . . e,, definiujemy dodatkowo sSciezke widmowa p* = e}, . .. ej. Oczywiscie
s(u*) = s(ey) = r(en) = r(pn) i podobnie r(u*) = s(u).

Dla uproszczenia oznaczen definiujemy w zbiorze E° relacje > moéwiacg o istnieniu
Sciezki pomiedzy dwoma wierzchotkami. Przyjmiemy, ze v > w, jesli istnieje $ciezka
p € Path(E), taka ze s(u) = v i r(p) = w. Bedziemy przyjmowaé takze, ze dla kazdego
wierzchotka v istnieje Sciezka pusta, a stad zawsze zachodzi v > v. Relacje te rozszerzamy do
podzbioréw S C EY, rozumiejac przez v > S (odpowiednio S > v), ze istnieje wierzchotek
w € S, dla ktérego zachodzi v > w (odpowiednio istnieje wierzchotek w € S, dla ktérego
w > ).

Przez H(S) bedziemy okreslaé¢ zbiér wierzchotkéw u, takich ze S > u. Gdy zbiér S
sktada sie z jednego wierzchotka v, dla czytelnosci bedziemy pisa¢ H(v) zamiast H({v}).

Patrzac na postaci jednomianéw w algebrze Sciezek Leavitta warto zaobserwowaé

nastepujacy oczywisty lemat.
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Lemat 2.2.3. Niech E bedzie grafem. Dla wierzchotkéw v, w € E° istniejq Scieiki p, v,
takie ze vuv*w # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje u € E°, taki ze v > w i w > u (innymi
stowy H(v) N H(w) #0).

Dowad. (=), jesli istnieja Sciezki p, v, takie ze vur*w # 0, to s(u) = v i r(pn) = w, ale
r(p) = s(v*) = r(v), wiec niech r(u) = u, wtedy v > v i w > u.

(<), jedli istnieje u € E°, taki ze v > u i w > u, to niech p bedzie $ciezka, taka
ze s(u) = v ir(u) = u, oraz v bedzie Sciezka, taka ze s(v) = w i r(v) = u. Wtedy
vurfw # 0. O

Czesto operowaé bedziemy na Sciezkach, ktére zaczynaja sie i koniczg w tym samym

wierzchotku, dlatego przyjmijmy jeszcze dodatkowe oznaczenia.

Definicja 2.2.5. Zamknieta Sciezka oparta na wierzchotku v nazywamy Sciezke = pq . . . ip,

gdzie pu; € E', n > 1, taka ze s(u) = r(u) = v i fakt ten oznaczamy przez u € CP(v).

Taka definicja jedynie ogranicza nas do Sciezek, ktore maja poczatek i koniec w tym
samym wierzchotku v, natomiast nie méwi nic o krawedziach wystepujacych na Sciezce,
dlatego mozliwe jest, ze wierzchotek v byt koncem niekoniecznie ostatniej krawedzi Sciezki,
dlatego przyjmujemy oznaczenie dodatkowe oznaczenie na takie $ciezki, w ktoérych jedynym

wystapieniem v jest poczatek i koniec $ciezki.

Definicja 2.2.6. Zamknieta prostg Sciezka opartg na wierzchotku v nazywamy zamknieta
Sciezke p = py ... py, oparta na v, taka ze dla kazdego j > 1, s(p;) # v i przyjmujemy

oznaczenie u € CSP(v).
Dla $ciezek prostych w algebrze Leavitta mamy uogdlnienie wtasnosci (CK1).
Lemat 2.2.4 ([6, Lemma 2.2]). Niech u, v € CSP(v). Wtedy p*v = 6,,,7(1).

Dowéd. Ustalmy dwie dowolne sciezki = ¢€;, ...e; , v =¢j ...¢€;

Przypadek 1.
Niech |u| = |v| oraz p # v. Niech b > 1 bedzie pierwszym indeksem, na ktérym Sciezki p

i v si¢ 16znig. To znaczy e;, = e;, dla kazdego a < bi e;, # e;,. Wtedy

* _ * * _ * *
pWv=ce; ...ejej...ej =e ...epr(ej)es, .. e

*

€€y E =

_ *
= 6r(ej1)7s(ej2)€i(, : Jr

J— * * . . J—
= (57,(6].1)75(6].2) ce 57«(6%_1)75(6%)6@-0 ce eibe]b Ce GJT =0.
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Przypadek 2.

Niech p = v. Powtarzajac powyzsze rozumowanie dostajemy

[y = 57,(6]_1)78(6].2) .. (ST(er,l)vS(eja)r(eiv) =r(p).

Przypadek 3.
Niech |p| < |v|. Zatem v mozna zapisaé w postaci v = vjvs, gdzie |v1| = |pu|, .| > 0.
Jezeli p = vy, tov =r(u) = r(vn) = s(1a), co jest sprzeczne z zatozeniem v € CSP(v),
wiec p # v1. Wtedy korzystajac z rozumowania z Przypadku 1. mamy p*v = p*rqve = 0.
Gdy |p] > |v| mozna powtdrzyé rozumowanie analogicznie, zamieniajac rolami p

iv. L]

W naturalny sposéb wnioskiem z Definicji 2.2.6 jest to, ze dowolng Sciezke zamknieta
oparta na pewnym wierzchotku v mozemy roztozy¢ na iloczyn zamknietych $ciezek prostych

opartych na tym samym wierzchotku.

Lemat 2.2.5 ([6, Lemma 2.3|). Dia kazdego p € CP(v) istniejg c1,...cm € CSP(v), takie
zep =cy...cy. Ponadto taki rozkiad p na czynniki bedgce zamknietyma prostymi Sciezkams

jest jednoznaczny.

Dowdéd. Niechp = ey, ...e;,. Rozwazmy zbior T'= {t € {1, ..., n}: r(e;,) = v} indekséw
krawedzi zakoniczonych w v. Zbiér ten jest niepusty, bo r(e;,) = v. Niech ¢y, ..., ¢, beda
wszystkimi elementami zbioru 7" oraz t; < ... <%, =n. Niech¢; =¢;,...¢;, idlaj>1

t1

Cj = €iyy - Ciyy- Wtedy p=c¢;...c,.
Zatozmy teraz, ze rozkltad ten nie jest jednoznaczny, to jest p =c¢y...c, = dy...ds,

gdzie ¢;, d; € CSP(v). Lewostronnie mnozymy réwnosé¢ przez ci. Dostajemy
cicr...c.=cjdy ... ds.
Poniewaz c; jest zamknieta Sciezka prosta, to z Lematu 2.2.4 mamy cjc; = v, a zatem
0Fvey...c, =cidy ... ds.

Powtérnie korzystajac z Lematu 2.2.4 i rozwazajac Sciezki ¢; oraz d; zauwazamy, ze aby
speliona byta powyzsza réwnos¢, sciezki wspomniane musza by¢ rowne. Powtarzajac
indukcyjnie rozumowanie dostajemy dla i = 2,3,...,r, ¢; =d;. Stad 0 # v = d,41 ... d4

oraz r = s, co konczy dowdd. O
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Przyktad 2.2.4. Rozwazmy graf F zilustrowany ponizej.

el e
FE = oVl —— V2 " @5

V4 ? U3 W oUs

W powyzszym grafie F Sciezka p = esesezeseqe; jest zamknieta Sciezka oparta na ve,
ale nie jest zamknieta Sciezka prosta (poniewaz r(es) = vs).
Dodatkowo p = (eges) - (eaeseqer) 1 Sciezki eges oraz esegeqe; sa Sciezkami prostymi

opartymi na vs.

Dla zamknietej sciezki p € CP(v) okreSla sie stopiern p powrotu do v jako liczbe
m w powyzszym rozktadzie p na zamkniete proste Sciezki oparte na v i oznacza przez
RD(p) = RD,(p) = m.

Definicje te mozna rozszerzy¢ do wierzchotkow okreslajac RD,(v) = 0 oraz do kom-
binacji liniowych elementéw postaci Y- kgps, gdzie ps € CP(v) U {v} i ks € K \ {0} przez
RD(Y ksps) = max,{RD(ps)}.

Zauwazmy, ze zamkniete $ciezki proste jedynie ograniczajg nas do wystapienia wyrdznio-
nego wierzchotka jednokrotnie, natomiast nie méwimy nic o innych wierzchotkach na $ciezce,
istotnie we wezesniej wymienionym Przykladzie 2.2.4 mamy ejesesesesey € CSP(vy).

Zamknieta Sciezke p = ey...e,, ¢; € E' w ktorej dla kazdego i # j € {1,...,n},
s(e;) # s(ej), nazywamy cyklem.

Uwaga 2.2.1. Cykl w grafie jest zamknigta prosta Sciezka oparta na jakimkolwiek wierz-
chotku z tej Sciezki, ale nie kazda zamknieta prosta Sciezka oparta na v jest cyklem,
poniewaz moze ona przechodzié¢ przez niektére wierzchotki (rézne od v) wielokrotnie.

Jesli graf nie posiada cykli, wowczas moéwimy, ze jest on acykliczny.

Podczas budowy dowolnych dwédch niepustych sSciezek z tego samego wierzchotka
wyrdznia¢ bedziemy jeszcze pierwszy moment, w ktérym te Sciezki sie réznia, dlatego

przyjmujemy jeszcze jedno oznaczenie.

Definicja 2.2.7. Krawedz e nazywamy wyjsciem ze Sciezki p = e ...e,, jezeli istnieje

takie i € {1,...,n}, ze s(e) = s(e;) oraz e # e;.

W Przyktadzie 2.2.4 dla Sciezki u = ejeqezeq krawedz e jest wyjSciem, poniewaz

s(es) = s(es).
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Istnienie wyjscia z dowolnego cyklu w grafie ma szczegdlne znaczenie w badaniu
wtasnosci algebry Sciezek Leavitta tego grafu, dlatego przedstawiamy warunki réwnowazne

na to, aby kazdy cykl w grafie miat wyjscie.

Lemat 2.2.6 ([6, Lemma 2.5]). Dla grafu E nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. Kazdy cykl ma wyjscie.
2. Kazda zamknieta sciezka oparta na wierzchotku ma wyjscie.

3. Kazda zamknieta Sciezka prosta oparta na wierzchotku ma wyjscie.

4. Dla kazdego v; € E°, jezeli CSP(v;) # 0, to istnieje $ciezka prosta ¢ € CSP(v;)

majgca wyjscie.

Dowdéd. Implikacje 2= 3 =- I wynikaja z faktow, ze zamkniete Sciezki proste sa szczegdl-
nymi przypadkami $ciezek zamknietych oraz cykle sa szczegdlnymi przypadkami zamknie-
tych Sciezek prostych.

Implikacja & = 4 rowniez jest oczywista. Istotnie, jezeli kazda Sciezka prosta oparta na
danym wierzchotku v; ma wyjscie, to dla dowolnego wyboru zamknietej Sciezki prostej
¢ € CSP(v;) mamy speliony warunek (iv).

1= 2. Rozwazmy u € CP(v;). Z Lematu 2.2.5 u mozemy jednoznacznie zapisa¢ jako
iloczyn zamknietych éciezek prostych opartych na v;, to znaczy u = ¢ ... ™, gdzie
c9) € CSP(v;). Rozwazmy $ciezke c™. Jezeli ta $ciezka prosta jest cyklem, to z zalozenia
ma ona wyjscie, wiec jednoczesnie u ma wyjscie. Jezeli natomiast ¢™ nie jest cyklem,
to istnieje wierzchotek, ktory jest koncem wiecej niz jednej krawedzi. Zapiszmy zatem
™ =e; ... e, gdzie e; € E' i niech e;, bedzie ostatnia krawedzig w ¢™, dla ktérej istnieje
krawedz w Sciezce e; . .. e;,—1 wychodzaca z tego samego wierzchotka, co e;,.

Zatem istnieje i1 < i, takie ze s(e;,) = s(es, ). Moga sie zdarzy¢ nastepujace przypadki:

Przypadek 1. ¢;, = ¢;, 179 < t.

Wtedy r(e;,) = r(e;, ), czyli rowniez s(e; 1) = s(ei,+1), co jest sprzeczne z wyborem e;,.

Przypadek 2. ¢;, = ¢;, 179 =1.

Wtedy r(e;,) = 7(e1) = v;, co jest réwniez niemozliwe, poniewaz c(™ € CSP(v;).

Przypadek 3. ¢;, # e, .

Wtedy e;, jest wyjéciem dla ¢™ i tym samym wyjéciem dla .
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Pozostaje pokazaé¢ dowolng implikacje z 4. Pokazemy 4 = 3. Rozwazmy ¢V € CSP(v;).
7 zalozenia mozna znalezé taka ciezke ¢? € CSP(v;), ktéra ma wyjscie. Mozemy zatozy¢,
ze 1) £ @) poniewaz w przypadku réwnosci mamy oczywiscie wyjscie ze Sciezki. Niech
zatem ¢V =¢; ... e; ic? = €jy -

Jezeli e;, # ej,, to ej, jest wyjsciem dla ¢!, poniewaz s(e;,) = s(ej,) = v;. Jezeli
natomiast e;, = ej,, to réwniez r(e; ) = r(ej, ). Zatem s(e;,) = s(ej,), wiec ponownie
jezeli e;, # e;,, to jak w kroku pierwszym e;, jest wyjsciem dla W a jedli sg réwne to
kontynuujemy rozumowanie dla kolejnych krawedzi.

Przeprowadzajac rozumowanie, mozemy wigc albo napotka¢ wyjscie, albo przejs¢ przez
wszystkie krawedzie jedynie jednej ze éciezek (nie obu, poniewaz c) # ¢)). Zatem:

Przypadek 1. ¢V = e, ... ¢;,, dla pewnego t < s. Poniewaz s(e;,) = r(c?) = v;,
otrzymujemy sprzecznoéé z zatozeniem ¢ € CSP(v;).

Podobnie, Przypadek 2. ¢® = cWe; ...¢; , dla ¢ < r réwniez otrzymujemy sprzecz-
nosé z zatozeniem c? € CSP(v;).

Zatem dla dowolnej zamknietej éciezki prostej ¢ € CSP(v;) znalezliémy wyjscie,

co konezy dowodd ostatniej implikacji. O

Rozwazmy dowolng algebre Sciezek Leavitta Ly (FE). Dla kazdej liczby catkowitej n € Z
definiujemy Lk (E), := span{uv* : |u| — |v| = n, u,v € Path(E)}. Wykorzystujac Lemat
2.2.1 widzimy, ze Li(F) = @,cz k (F),. Natomiast przygladajac sie mnozeniu w algebrze
Sciezek Leavitta zauwazamy, ze powyzszy fakt, prowadzi do Z-gradacji na Li(FE), gdzie
Lk (FE), stanowi sktadnik jednorodny stopnia n. Elementy algebry Ly (FE) nalezace do

zbioru Lg (F), nazywamy jednorodnymi stopnia n lub po prostu jednorodnymi.
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Rozdziat 3

Wilasnosci anihilatorowe w algebrze

Sciezek Leavitta

Na podstawie pracy [14].

3.1 Algebry Sciezek Leavitta posiadajgce Wtasno$é (A)

Moéwimy, ze pierscien przemienny R posiada Wiasnosé (A), jesli kazdy skonczenie
generowany ideal pierscienia R sktadajacy sie wylacznie z dzielnikéw zera ma niezerowy
anihilator.

Pierscieniami przemiennymi posiadajacymi Wtasnosé (A) sa miedzy innymi pierScienie
noetherowskie. Wlasnosé ta byta badana przez wielu autoréw (zob. [9], [12], [27], [31], [30],
[34], [36], [45]).

W pracy [29] Hong wraz z innymi autorami rozszerzyli pojecie Witasnosci (A) na
pierécienie nieprzemienne. Pierscien R posiada prawostronng (lewostronng) Wiasno$é (A),
jesli kazdy skonczenie generowany ideal dwustronny R, sktadajacy si¢ z lewostronnych
(prawostronnych) dzielnikéw zera, ma niezerowy prawostronny (lewostronny) anihilator.
Pierscien R posiada Wtasno$¢ (A), jesli posiada zaréwno lewo- jak i prawostronna Wtasnosé
(A). W tej samej pracy [29, Example 1.2] pokazany zostal przyktad na to, ze jednostronna
Witasnosé (A) nie jest symetryczna.

Kolejng wlasnoscia, zwiazana z Wtasnoscia (A) (zaréwno w przemiennym [31], [36],
jak i w nieprzemiennym przypadku [28], [52]), jest tak zwany warunek anihilatorowy.

Méwimy, ze pierscien R spenia prawostronny warunek anihilatorowy (ang. annihilator
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condition; piszemy, ze R spelnia (prawostronny) warunek (a.c.)) jesli dla dowolnego
skonczenie generowanego idealu dwustronnego 7' pierdcienia R istnieje taki element c,
ze ann(T) = ann®(RcR). Réwnowaznie, powolujac sie na uwage [28, Remark 1(2)],
wystarczy aby dla dowolnego idealu prawostronnego generowanego przez dwa elementy
T = aR + bR pierécienia R, istnial element ¢ € R, taki ze ann(T) = annf*(cR). Podobnie
definiuje sie lewostronny warunek anihilatorowy.

Powiemy, ze pierscien R jest prawostronnie Bézoul, jesli kazdy skonczenie generowany
ideal prawostronny pierscienia R jest gtowny. Podobnie definiujemy pierécienie lewostronnie
Bézout. Ponadto méwimy, ze R jest Bézout, jesli jest lewo- i prawostronnie Bézout.

W pracy [4] zostalo pokazane, ze dla grafu F i ciala K, w algebrze $ciezek Leavitta
Lk (F), wszystkie skonczenie generowane ideaty jednostronne sg gtéwne. Zatem dla dowol-
nego grafu F algebra Sciezek Leavitta L (FE) jest Bézout.

Przemienne pierscienie Bézout posiadaja Wtasnosé (A), dlatego naturalne jest pytanie
o Wlasnoséé (A) w kontekscie algebr $ciezek Leavitta.

Nastepujace rozwazania bedg prowadzi¢ do petnej odpowiedzi na postawiony wyzej
problem. Mianowicie, wskazemy warunki konieczne i wystarczajace jakie powinien spetniaé
graf E, aby algebra $ciezek Leavitta Ly (FE) posiadata Wlasnosé (A). Dzieki pelnemu
opisowi tych warunkow bedziemy w stanie wskazaé¢ przyktad nieprzemiennej algebry, ktora
jest Bézout i nie posiada ani lewo-, ani prawostronnej Wtasnosci (A).

W pracy [21, Theorem 8] zostalo pokazane, ze kazdy ideal V' algebry $ciezek Leavitta
Lk (E) jest generowany przez elementy postaci v + Yi_, k;7* dla pewnego q > 1, gdzie
v € E° a 7 jest cyklem opartym na v i k; € K. Zbiér generatoréw tej postaci oznaczmy
przez T'. Same generatory bedziemy zapisywaé¢ pomijajac wskaznik sumowania, czyli jako
v+ 3, kit Dodatkowo wyréznijmy zbiér wierzchotkéw bedacych sktadnikami elementéw

T', to znaczy
EY(V) = {v €E’: v+ Z k;wt € T dla pewnego cyklu 7 opartego na U}.

Twierdzenie 3.1.1. Niech E bedzie grafem skoriczonego rzedu, niech K bedzie ciatem oraz

niech V' bedzie niezerowym ideatem algebry Ly (E). Nastepujoce warunki sq réwnowazne:

1. Prawostronny anihilator V jest zerowy; ann=x () (V') = 0.

2. Lewostronny anihilator V' jest zerowy; anan (E)(V) =0.
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3. Dla dowolnego zbioru T generatorow ideatu V', skladajgcego sie z elementéow postaci
v+ 3 ki, gdzie v € E°, 7 jest cyklem opartym na v i k; € K, i dla dowolnego
wierzcholka u € E°, zachodzi H(EY(V)) N H(u) # 0.

Dowéd. 1= 3. Niech V bedzie ideatem Ly (F), takim ze annx () (V') = 0. Zatézmy nie
wprost, ze dla pewnego zbioru T’ elementéw postaci v + 3, k;? generujacego ideal V
zachodzi H(EY(V)) N H(u) = ( dla pewnego u € E°.

Biorac dowolny element v + 3, kg € T oraz dowolny jednomian uv* mamy
(v+3; kig') pv*u = 0. Istotnie, vur*u = 0, poniewaz w przeciwnym przypadku 7(u) = s(v*),
wige H(EX(V))NH (u) # 0, co jest sprzeczne z zalozeniem. W podobny sposéb stwierdzamy
réwniez, ze dla kazdego i zachodzi g'uv*u = 0.

Lk (E)

. (V') nie jest zerowy. Zauwazmy,

3 = 1. Zalézmy, ze 3 zachodzi oraz () = ann
ze Q jest ideatem Ly (E). Niech u + 32;7;&/ bedzie jednym z niezerowych elementéw
generujacych @, (gdzie u jest wierzchotkiem i cykl £ jest oparty na u). Z zalozenia istnieje
v+ Y, k' € V) taki ze dla pewnego w € E°, v > w i u > w. Niech «, 3 bedg $ciezkami,

takimi ze s(a) = u, r(a) = w oraz s(f) = v, r(f) = w. Poniewaz algebra L (F) jest

Z-zgradowana oraz
<v +> /fﬂr’)ﬁoz* (u +> rj£j> =0,
( J
mamy [fa* = vBa*u = 0, co daje sprzeczno$¢. Zatem @) = 0.

Réwnowaznos$é 2 < 3 mozna pokaza¢ w analogiczny sposob. O

Inny dow6d wspomnianego wyzej twierdzenia wykorzystuje fakt, ze algebra L (E) jest
nieosobliwa (zob. [2, Proposition 2.3.7]).

W pracy [44, Cororally 3.5] pokazano, ze jesli E jest skonczonym grafem acyklicz-
nym, to Lx(F) jest izomorficzna z suma prosta algebr macierzy nad K, to znaczy
Lg(E) = @!_, M,,(K) dla pewnych dodatnich liczb calkowitych ¢, ni,...n;. Zatem, w ta-
kim przypadku z [29, Proposition 1.3] algebra L (E) posiada Wlasnosé (A). W zwiazku
z powyzszym, w tym rozdziale jedli rozwazamy grafy o skonczonej liczbie wierzchotkéw, to

zaktadamy, ze posiadaja one przynajmniej jeden nietrywialny cykl.

Lemat 3.1.2. Niech E bedzie grafem skoniczonego rzedu o skonczonym zbiorze E° oraz
niech K bedzie ciatem. Jesli E ma cykl © oraz wierzcholek v € E°, taki ze E°(7) > v

iv# E°m), to Li(F) nie posiada ani prawo-, ani lewostronnej Wiasnosci (A).
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Dowdéd. Niech v bedzie wierzchotkiem oraz 7 bedzie cyklem opartym na wierzchotku v/,
spelniajacym powyzsze warunki. Niech € bedzie $ciezka, taka ze s(e) = v’ oraz r(e) = v.
Niech

Pw)={we€ E*:w> H(v)}.
Dla T = E°\ P(v) rozwazmy ideal V algebry Ly (FE) generowany przez zbiér {v} UT.
Zauwazmy, ze zachodzi E°(7) C P(v). Niech x bedzie niezerowym elementem V| i

n Mp

r=ko+ Y kg+ > ko BiB: + S kpjoyion v OpjOp »
€T i=1 peT j=1

gdzie o, @, Bi, Bi, Opjs Tpjs Opjs Opj S Sciezkami (mozliwe, ze pustymi), k,,, k¢, sa elementami

ciata K oraz n, m, dodatnimi liczbami catkowitymi. Niech

s=max({|Bi|:i=1,...,n}U{[0yl:p €T, j=1,...,mp,}),
oraz niech

s=max({|G]:i=1,....,n}U{|0y] :peT,j=1,...,m,}).
Wezmy pe T'ij € {1,...,m,} i rozwazmy iloczyn

0T P~ Opilpy T (3.1)
Poniewaz |0,;| <51 |7%| > 25, mozemy stwierdzi¢, ze albo iloczyn (3.1) jest réwny 0 albo
istnieje Sciezka v, taka ze
OpiOpj P 6173'@*7% = 0piOpj P77 #0.

W takim przypadku mamy p > v’ > v, co oznacza, ze p € P(v), sprzeczno$é. Czyli
mp ., .
(szpjgpj% “ D - Op;Op; ) - = 0.
peT j=1
Uzywajac podobnych argumentow otrzymujemy, ze
k- m% = <Z k:qq> = <Z’%’Oéioéi* G 51) - =0,
q€eT i=1

czyli ostatecznie z - 2% = 0.

Powtarzajac powyzszg argumentacje, mozna rowniez udowodnié, ze zachodzi (72%)* - z = 0.
Zatem dowolny element ideatu V' jest lewo- i prawostronnym dzielnikiem zera.

Latwo zobaczy¢, ze z Twierdzenia 3.1.1 annx(E)(V) = 0 = ann[* (V) co implikuje,

ze algebra $ciezek Ly (E) nie ma ani prawostronnej ani lewostronnej Wtlasnosci (A). O
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Inspirujac si¢ praca [43, Definition 2.1] przedstawiamy nastepujaca definicje.

Definicja 3.1.1. Niech E bedzie grafem skonczonego rzedu. Zatézmy, ze istnieja podzbiory

EY, EY, EY zbioru wierzchotkéw E°, spelniajace nastepujace warunki:

(i) EYUEYUEY =E",

(i) EYNEY =0 dlai # j,

(iii) EY? jest niepustym zbiorem i EY jest skonczony,

(iv) EY 2 ESUEY i EY # EYUE?,

(v) dla kazdego v € EY zachodzi v > EY iv > EY,

(vi) dla kazdego cyklu m w grafie E zachodzi E°(w) C EY U EY.
Wtedy trojke (EY, EY, EY) nazywaé bedziemy trojpodziatem E°.

Jezeli graf E jest skorficzonego rzedu, to tréjpodziat (E°,0,0) nazywaé bedziemy

trojpodziatem trywialnym.

Przyktad 3.1.1. Rozwazmy graf

5 ) )

_ s t1 [ ul wy TP qWa
= ° ° ° ° ° °
o2 ol2 w3

Dla E mamy co najmniej dwa rézne tréjpodziaty. Mianowicie trojpodziat (EY, EY, EY),
gdzie EY = {wy,ws, w3}, B = {v,t1,ts, s} 1 EY = {uy, us} oraz tréjpodziat (Ey, Ey, Eq),
. =0 —0 . =0
gdzie F| = {s}, Ey = {v,uy, us, wy, we,ws} i Fy = {t1,t2}.

Uwaga 3.1.1. Przedstawiamy teraz nastepujace spostrzezenia dotyczace Definicji 3.1.1,

ktore w przypadku podpunktéow (a) i (b) mozna tatwo zinterpretowa¢ w odniesieniu do

Przyktadu 3.1.1.

(a) Zauwazmy, ze podpunkty (iv) i (vi) moéwia, ze dla dowolnego cyklu © w grafie F,

trojpodziat E° zadaje albo E°(m) > EY albo E°(w) > EJ.

(b) Tr6jpodzial E° nie jest wyznaczony jednoznacznie.
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(c) Zauwazmy, ze jesli EY = (0, to réwniez EY = (. Z drugiej strony, jest mozliwe zeby
EY =01 EY# 0. W takim przypadku graf E nie jest spojny i za pomoca znanych faktéw
([2, Proposition 1.2.14]) mamy Ly (FE) = Li(F) X Lg(Fy), gdzie dla i = 1,2, F; jest
podgrafem E, takim ze FY = E? i F! jest zbiorem wszystkich krawedzi e, dla ktérych
s(e),r(e) € EY.

Stwierdzenie 3.1.3. Jesli E jest grafem skoriczonego rzedu i (EY, ES, EY) jest tréjpodzia-
tem E°, ktéry nie jest trywialny, to istniejg wlasciwe podgrafy &€, i E; grafu E, takie ze
Li(E) = Lg (&) X Li(&).

Dowéd. Korzystajac z Uwagi 3.1.1(c), w przypadku gdy EY jest zbiorem pustym, teza
zachodzi. Dlatego w dalszej cze$ci dowodu bedziemy przyjmowaé, ze EY nie jest pustym
zbiorem, co oczywiscie implikuje, ze EY takze jest niepusty.

Niech dla i =1, 2, 3,

El! ={e€ E': r(e) € EV}.

Wtedy E; N Ej; = 0 dla kazdego i # j oraz Ef U Ey U Ey = E',

Zauwazmy, ze dla krawedzi e nalezacej do E} zachodzi r(e) € EY, co daje row-
niez, ze s(e) € EY U EY. W przypadku, gdy e € Fj, zachodzi s(e),r(e) € EY. Zatem
& = (EY U EY, El UE}) jest wtasciwym podgrafem E. Z podobnych powodéw réwniez
wladciwym podgrafem E jest & = (ES U EY, E} U E}). Pokazemy, ze dla & i & mamy
Li(E) = Lg(&) X Li(&).

Definiujemy odwzorowanie ¢ : Lx(E) — Lg (&) X Lk (&) na generatorach Ly (FE)
wzorami:

(v,0), dlave EY,
¢(v) =1 (0,v), dlawve EJ,

(v,v), dlave EY,
(e,0), dlaee€ E},
¢le) =4 (0,e), dlaee E},

(e,e), dlae€ E},

(e*,0), dlaee E},
p(e’) =1{(0,e*), dlaeec E},

(e*,e*), dlaee EJ.
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Nastepnie na dowolnym jednomianie puv* € Lg(FE), gdzie p = ey...€5, v = f1... [:
okreslamy ¢ wzorem ¢(uv*) = ¢(eq)...d(ex)d(fT) ... ¢(fr). Na koniec ¢ rozszerzamy
liniowo na cale Li(F). Podobny izomorfizm byt rozwazany w pracy [43, Proposition 2.4].

Pokazemy, ze ¢ zachowuje relacje algebry Sciezek Leavitta w Ly (F), co da nam, ze ¢
jest homomorfizmem algebr.

Niech e € Fi. Wtedy r(e) € EY, wigc takze s(e) € EY. Zatem otrzymujemy ¢(s(e)e) =
o(e) = ¢(er(e)). Podobne argumenty pokazuja, ze ¢ zachowuje rozwazane relacje dla e*
oraz krawedzi nalezacych do E{ U Ej i ich widmowych odpowiednikéw.

Oczywiscie, dla krawedzi e, €' jesli e # €/, to ¢(e*e’) = 0. Natomiast dla krawedzi
e zachodzi ¢(e*e) = ¢(r(e)). Jesli e € Ej, to r(e) € EY C &Y 1 ¢(e*e) = ¢(e*)p(e) =
(€*,0)(e,0) = (e*e,0) = (r(e),0) = ¢(r(e)). To samo zachodzi dla e € Ej. Dla e € Fj
mamy r(e) € EY. Poniewaz EY C E)NEY i Fi C El NEF, mamy ¢(e*e) = ¢(e*)d(e) =
(€7, e")(e e) = (e7e, e”e) = (r(e), r(e)) = o(r(e)).

Zatézmy, ze v jest wierzchotkiem grafu E, ktéry nie jest ujSciem. Wtedy w Ly (E)

mamy

v = Z ee”.

{e€E:s(e)=v}
Zajmijmy sie tylko przypadkiem v € EY, poniewaz pozostate sytuacje sa analogiczne w roz-
wazaniu. Niech ey, ..., e, beda wszystkimi krawedziami, dla ktorych s(e;) = v ir(e;) € EY,
niech fi,..., f; beda wszystkimi krawedziami, dla ktorych s(f;) =wv i r(f;) € EY oraz
niech Ay, ..., hs beda wszystkimi krawedziami, dla ktérych s(hy) = v i r(hy) € Es. Wtedy

k t s
v=> e+ > fifi+D hihy,
=1 = =1

i z definicji przeksztatcenia ¢ mamy
k t s k s t s
¢<Z 62'6;-k + Z fjf; + Z hzh;) = (Z 616: + Z hghz, Z fjf; + Z hth)
i=1 j=1 =1 i=1 =1 j=1 =1

= (v,0) = 6(v)

Co daje, ze ¢ jest dobrze zdefiniowanym homomorfizmem K-algebr.
Chociaz réznowartosciowos¢ ¢ mozna wykazac¢ korzystajac z Graded Uniqueness The-
orem (zob. [2, Theorem 2.2.15]), to przez wzglad na kompletnos¢ wywodu, dostarczamy

dowdd tego faktu ponize;j.
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Do dowodu réznowartosciowosci ¢ potrzebowaé bedziemy nastepujacego spostrzezenia:
dla $ciezek 0,0 w L (FE), jesli dla p € {1,2} krawedz e € E; jest czynnikiem o - 6%, to
kazdy czynnik o - 0* pochodzi z E} U Ej.

Zalézmy teraz nie wprost, ze istnieje niezerowy element = € Lk (F), taki ze ¢(z) = 0.

Zauwazmy, ze
T = Z kuui + Z kgj”Uj + Z k‘gtwt + Z klalﬁf + Z kQOéQﬁ; + Z kg@gﬂg,
i J t

gdzie kp,, k, sa elementami ciata K i dla dowolnych ¢, j, ¢, odpowiednio u; € EY, v; € EY,
w; € EY. Dodatkowo, dla dowolnego ;1 /3; co najmniej jeden czynnik pochodzi z Ef, dla
dowolnego /35 co najmniej jeden czynnik pochodzi z EJ i dla dowolnego a3 35 wszystkie
czynniki pochodza z Fj.

Z definicji ¢, mamy ¢(x) = (a,b), gdzie

a= Z kyiu; + ; Fsiwy + Z kion 57 + Z ksas 33,

b= kojv; + > kywy + Y koo S5 + Y ks 55,
J t

i poniewaz ¢(r) = 0, to réwniez a = b = 0. Jako, ze a = 0, to x = 3, kojv; + 3 kacra 35

Poniewaz w ay(3; jest krawedZ pochodzaca z EJ, z definicji ¢ mamy
O(x) = (D kajvy + Y koafy) = (0, Y kajvj + D ko 33),
J J

co implikuje, ze réwniez x = 0, sprzecznosé¢. Czyli ¢ jest przeksztatceniem roéznowartoscio-
wym.
Do pokazania pozostalo, ze ¢ jest suriekcja. Pokazemy, ze dla dowolnego v € EY istnieja

aib, takie ze ¢(a) = (v,0) i ¢(b) = (0,v). Niech
Dy = {v € Ej : jedli dla krawedzi e, s(e) = v, to r(e) € E) U EJ}.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli EY jest niepusty, to Dy takze jest niepusty. Niech k bedzie liczba

naturalng i zatézmy, ze zdefiniowalidémy juz Dy, ... Di_1. Definiujemy D; nastepujaco:

k—1
Dy, = {v € Ey\ U D; : dla kazdej krawedzi e, takiej ze s(e) = v,

=0

zachodzi r(e) € EY UEYU Dy U ... Dkl}.

Z Definicji 3.1.1 (iii) zbior EY jest skoficzony i istnieje taka liczba calkowita ¢, ze zbiory

Dy, ..., Dy saniepuste oraz Dy, = Dyyo = ... = (). Warto zauwazy¢, ze DoU...UD, = EY.
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Wezmy v € Dyg i niech ey, ..., e, beda wszystkimi krawedziami, takimi ze s(e;) = v
i r(e;) € EY oraz niech fi,..., f,, beda wszystkimi krawedziami, takimi ze s(f;) = v
ir(f;) € By. Wtedy v = 21, e;ef + 21 fif} oraz Qi eief) = (X7 €ie;, 0) = (v,0).
Podobnie ¢(37, f;f7) = (0,v).

Zalézmy teraz, ze dla pewnej liczby naturalnej k, jesli v' € Dy U ... Dy_q, to istnieja
a,b € Li(FE), takie ze ¢(a) = (v,0) i ¢(b) = (0,v') i zaltézmy, ze Dy # . Rozwazmy
wierzcholek v € Dy. Wtedy istnieja wierzchotki v],...,v; € Dy U ... Dy_q, takie ze dla
dowolnego v/ istnieje krawedz hj, j = 1,...,t, taka ze s(h;) = v i r(h;) = v} oraz istnieje
krawedz, ktorej poczatkiem jest v a koricem jest wierzchotek z EY U ES. Co wigcej, dla
dowolnego j = 1,...,t, istnieja a;,b; € Lx(E), takie ze ¢(a;) = (v},0), ¢(b;) = (0,7]).
Zowwaimny, 7e (a0} -+ bivt) = 6(a))0(v}) + G(b)6(v}) = (v5,0)(v), ) + (0,) (v} ) =
(v5,v}) = ¢(v}) co oznacza, ze a;v; + b} = v = via;v; + vib;v; dla kazdego j.

Niech 7, ..., &, beda wszystkimi krawedziami, dla ktérych s(e;) = v i r(e;) € EY, oraz
niech fi,..., f,, beda wszystkimi krawedziami, dla ktorych s(f;) = v i r(f;) € EY. Wtedy

V=N EE AT Y R
v J
=S EE > f Y he (vag, + vjbe)he’
i J ¢
=3+ 2T 0+ e (aret) B+ 3R (el B
v J
co daje, ze
:<Zei'€i*+%:hf'(v2awé hK,ZfJ fj +Zhe (lbeut) - h*>.

Jako ze ¢(v) = (v,v) mamy, ze W L (&), v = 3 &€+ he- (vhagv}) - by oraz w L (&),
v="Ffi + Xehe (vjbevy) - by, co oznacza, ze

gzﬁ(Zeﬁ e th (vpaev)) - he') = (v,0)

Zf] i+ Zhg (vpbevy) - he ) = (0, 0).
Pokazalismy, ze dla dowolnego (NS Eg, istnieja a i b, takie ze ¢(a) = (v,0) 1 ¢(b) = (0,v).
Dla dowolnej krawedzi e € E} mamy e = er(e), e = r(e)e* i r(e) € EY. Niech
o(a) = (r(e),0) 1 ¢(b) = (0,r(e)) dla a,b € Lg(E). Wtedy ¢(ea) = (e, e)(r(e),0) = (e,0),
podobnie ¢(eb) = (0,¢). Co wiecej, ¢(ae*) = (e*,0) i p(be*) = (0,e*). Wykorzystujac
Lemat 2.2.1 widzimy, ze ¢ jest suriekcja. O]
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Pare (&1, &) wlasciwych podgraféw E zwigzana z nietrywialnym trojpodziatem
(EY, E9, EY), ktora skonstruowali$my na poczatku powyzszego dowodu nazywaé bedziemy

1z0-podziatem E.

Definicja 3.1.2. Cykl 7 w grafie I nazywamy ekstremalnym jesli m ma wyjscie i dla

dowolnego wierzchotka v € E°\ E°(x), jezeli E°(7) > v, to v > E%().

Odwotujac sie do powyzszej definicji widzimy, ze w grafie wystepujacym w Przyktadzie
2.2.4 kazdy cykl jest ekstremalny.
Zauwazmy, ze jesli 7 jest ekstremalnym cyklem, to dla wierzchotka v € E°, v > E°()

wtedy i tylko wtedy, gdy v > H(E°(r)).

Lemat 3.1.4. Niech E bedzie grafem o skoriczonej liczbie wierzchotkow. Przypusémy, zZe
w E istnieje cykl m i wierzcholek v, takie ze v # E°(w). Zaléimy dodatkowo, Ze kaidy
cykl w E, ktory posiada wyjscie jest cyklem ekstremalnym. Wiedy istnieje nietrywialny
tréjpodzial (EY, ES, E9) zbioru wierzchotkéw i dla zwigzanego z nim izo-podziatu (€, Es)
grafu E, w podgrafach & i & kazdy cykl, ktory ma wyjscie jest cyklem ekstremalnym.

Dodatkowo, T jest cyklem w podgrafie £, i dla dowolnego wierzchotka w € EY, w > E%(x).

Dowéd. Dla cyklu m rozwazmy nastepujace zbiory:

B={wecE": w> H(En))i HE(7)) # w},
E ={w e E": dla kazdego v € H(E’(n)),w # u},
EY={we B:w> EY},

EY = H(E°(7)) U (B \ E).

Zauwazmy, ze EY # (). Réwniez nie jest trudno stwierdzi¢, ze zbiér Ey jest niepusty.
Jesli EY = 0, to trojpodziat (EY, ES, D) jest nietrywialny i zwiazany z nim izo-podzial
spelnia wymagane wlasnosci (Uwaga 2.2.1(c)). W dalszej czesci dowodu mozemy zatem
przyjaé, ze EY nie jest pusty.

Dowody wtasnosci (i)-(v) Definicji 3.1.1 wynikaja bezposrednio z przedstawionej kon-
strukcji zbiorow.

Teraz pokazemy, ze zachodzi wlasnos¢ (vi) wystepujaca we wspomnianej definicji. Jesli
w FE kazdy cykl, ktory ma wyjscie jest cyklem ekstremalnym, to kazdy cykl A w £ musi
zawiera¢ krawedz e, taka ze r(e) € EYU EY. Istotnie, w przeciwnym przypadku E°(\) C EY.
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Z definicji zbioréw B i EY, istnieje ¢ € H(E’(r)), taki ze E°(\) > ¢, poniewaz EY C B,
mamy ¢ # E°()), sprzecznosé.

7Z drugiej strony, z definicji EY, jezeli istnieje krawedZ e wystepujaca w cyklu ), taka
ze r(e) € EY, to E°(\) C EY. Podobnie, dla cykléw, dla ktérych istnieje krawedz f, taka
ze r(f) € EY, mamy E°(\) C EY. Zatem dla kazdego cyklu A w E, albo E°(\) C E? albo
E°(\) C EX.

Rozwazmy teraz izo-podzial (£, &) grafu F, gdzie & = (EY U E2, E{ U E3),
E = (ESUEY, EYUE}) gdziedlai =1,2,3, E! ={e € E': r(e) € E?}. Poniewaz E} C &
dla i = 1,2, fakt, ze w & i & kazdy cykl majacy wyjscie jest cyklem ekstremalnym wynika
7z powyzszych rozwazan i definicji i i Fi. Ostatnia cze$é lematu wynika z konstrukeji

&r. U

Warto podkresli¢, ze powyzszy dowdd zaczynal sie od ustalonego cyklu 7 i dalsza
konstrukcja jest z nim zwiazana, dlatego trojpodzial (EY, EY, EY) bedziemy nazywaé
m-trojpodzialem E° oraz izo-podziat (€1, &) z nim zwiazany bedziemy nazywaé m-izo-
podziatem grafu E.

Aby zobrazowaé¢ powyzszg konstrukcje rozwazmy nastepujace przyktady.

Przyktad 3.1.2. Rozwazmy nastepujacy graf E z wyréznionym cyklem 7.

v u1 wy T 7 qW2
oV —— oT —_— QT 7. Q
o2 o3

Stwoérzmy m-trojpodzial wierzchotkow (EY, B9, EY), zgodnie z Lematem 3.1.4.
Mamy kolejno, B jest zbiorem wierzchotkow, z ktorych istnieje $ciezka do wyrdznionego
cyklu, ale nie odwrotnie, czyli B = {u1,us}. EY jest zbiorem tych wierzchotkéw, dla
ktorych nie istnieje Sciezka do cyklu, wiec EY = {v}. Dalej, zbiér EY jest zbiorem tych
wierzchotkéw z B, z ktérych jest $ciezka do EY, wiec w tym przypadku EY = B. Na
koniec EY jest zbiorem sktadajacym sie ze wszystkich pozostatych wierzchotkéw, to jest

EY = {wy, ws, w3}. W nastepnym kroku tworzymy 7-izo-podziat (&;, &) grafu E.

™ )

81 = .ul _— .wl ‘/\/j .w2g:> 82 = .q‘) — .ul
o2 o3 o2
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Ostatecznie dostajemy Ly (F) = Lg(&1) x Lk (&;).

Przyktad 3.1.3. Jak zostalo wspomniane wezeéniej, tréjpodzial E° nie jest wyznaczony
jednoznacznie dla danego grafu. Rozwazmy graf z Przyktadu 3.1.1 z dwoma wyréznionymi
cyklami 7 i A\. Ponawiajac konstrukcje z Lematu 3.1.4 dla powyzszego grafu oraz cyklu
A mamy M-trojpodziat (EY, ES) EY), gdzie EY = {wy,wq, w3}, EY = {v,t1,ts,5} 1 EY =
{uy, us}.

Z drugiej strony, rozwazajac T-tréjpodziat (E?,ES,EQ), otrzymujemy E. = {s}, ES =
{v, u, up, wi, wa, wt 1 By = {1, a1,
Definicja 3.1.3. 1. Graf F nazywamy w pelni skierowanym, jezeli dla dowolnych wierz-
chotkéw v, w € E° zachodzi H(v) N H(w) # 0.
2. Podzbiér X C E° zbioru wierzchotkéw nazywamy dziedzicznym, jezeli w € X i w > v
implikuje v € X.
3. Podzbiér dziedziczny X C E° nazywamy nasyconym, jezeli dla dowolnego wierzchotka

v € E°, takiego ze s~1(v) # 0, z faktu {r(e) : s(e) = v} C X wynika, ze v € X.

Przyktad 3.1.4. Rozwazmy graf

E: .’w4f>.1}1 i}.UQ .
€2

U3

W powyzszym przykladzie nietrudno zauwazyé¢, ze dla kazdych wierzchotkéw t,u € E°
zachodzi vy € H(t) N H(u), wigc graf jest w pelni skierowany.
Podzbiér X = {vy, vy, v3} jest dziedziczny, ale X nie jest nasycony, poniewaz w € s~*(vy),

ale w ¢ X.

Ponizej formutujemy i dowodzimy lemat, ktory jest dopasowaniem i wykorzystaniem

do naszych potrzeb rezultatéw przedstawionych w pracy [6].

Lemat 3.1.5. Niech E bedzie grafem skoriczonego rzedu o skoniczonym zbiorze wierzchotkow

E° oraz niech K bedzie ciatem. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:
1. Graf E posiada nastepujgce wtasnosci:

(a) graf E jest w pelni skierowany,

(b) kazdy cykl w E posiadajgcy wyjscie jest cyklem ekstremalnym,
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(c) jesli graf E posiada cykl, to w E istnieje przynajmniej jeden cykl, ktory ma

wyjscie.

2. Kazdy cykl w E ma wyjscie i E° jest jedynym niepustym zbiorem dziedzicznym

i nasyconym w E°.
3. Lx(F) jest algebrq prostq z jedynkq.

Dowéd. 2 <« 3. Poniewaz E° jest zbiorem skoficzonym i Li(F) ma jedynke, to réwnowaz-
nos¢ zachodzi na podstawie [6, Theorem 3.11].

1 = 2. Zat6zmy nie wprost, ze istnieje cykl k bez wyjscia. Z (c), istnieje inny cykl ,
ktory ma wyjscie. Nazwijmy to wyjscie f. Zauwazmy, ze E°(m) N E°(k) = 0, poniewaz
w przeciwnym przypadku, jezeli istniatby wierzchotek v € E°(7) N E°(k), to s(f) > v,
i z zalozenia (b), poniewaz 7 jest cyklem ekstremalnym, to réwniez v > s(f), czyli takze k
ma wyjscie.

Rozwazmy zatem wierzchotki v € E%(k) i w € E°(w). Z (a) istnieje wierzchotek u, taki
ze v > uiw > u. Poniewaz k nie ma wyjécia, mamy u € E°(k). Ponownie, kazdy cykl,
ktory ma wyijscie jest cyklem ekstremalnym, wiec v > u > E°(7) i ponownie otrzymujemy,
ze k ma wyjscie, sprzecznosc.

Zal6ézmy teraz nie wprost, ze istnieje niepusty, dziedziczny, nasycony podzbiér F' zbioru
wierzchotkéw E° ktéry nie jest caltym zbiorem wierzchotkéw. Niech v € F. Rozwazmy
dowolny cykl m w grafie E. Pokazemy ze E°(w) C H(v) C F. Wezmy dowolny wierzchotek
u € E°(7). Z (a) istnieje wierzchotek s, taki ze s € H(v) N H(u). Z (b) mamy s > E°(r).
A zatem H(v) > E°(7), wigc E°(7) C H(v).

Zauwazmy réwniez, ze (a) zapewnia, ze graf E jest spojny i nie moze zawieraé izolo-
wanych wierzchotkéw. Dodatkowo, dla kazdego ujécia w € E°, H(w) N H(v) # 0, co daje
rowniez, ze w € H(v) C F, wiec F zawiera wszystkie ujscia i wszystkie cykle w grafie E.

Poniewaz E' jest skoniczony, to z dotychczasowych rozwazan mozna pokazac, ze istnieje
wierzchotek w € E°\ F niebedacy ujsciem i dla kazdej krawedzi e takiej, ze s(e) = w mamy
r(e) € F. Poniewaz F jest nasycony, to réwniez w € F, co oczywiscie daje sprzecznosé.

3 = 1. Poniewaz pokazaliSmy juz réwnowaznos¢ 2 & 3, to w E kazdy cykl ma
wyjscie, wiec w szczegdlnosei spelniony jest warunek (c) oraz korzystajac z Twierdzenia
3.1.1, dla ideatu bedacego calym Ly (E) mamy dla dowolnych dwéch wierzchotkéw v, u,
H(v) N H(u) # 0, wiec zachodzi réwniez warunek (a).
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Jesli warunek (b) nie zachodzi, to istnieje cykl 7 i wierzchotek v, taki ze E°(7) > v
iv % E%m). Niech
Q(r)={ueE": u> En)}.

Zauwazmy, ze zbior E° \ Q(7) jest dziedziczny. Jest on takze nasycony, poniewaz dla
dowolnego wierzchotka w Q(7) istnieje $ciezka do wierzchotka z E°(7). Zbidr ten takze
nie jest pusty, bo v € E°\ Q(r). Zatem z 2 (ten punkt jest réwnowazny 3) mamy, ze

E°\ Q(7) = E°, czyli rtéwnowaznie Q(m) = ), co stanowi sprzecznos¢. O

Twierdzenie 3.1.6 ([3, Theorem 2.4]). Niech E bedzie grafem i K bedzie ciatem. Algebra
Sciezek Leavitta Ly (E) jest algebrg pierwszq wtedy i tylko wtedy, gdy E jest w pelni

skierowany.

Jako, ze pierwszo$¢ algebry jest zalozeniem istotnym w czesSci naszych rozwazan,

przedstawiony zostanie réwniez dowdd tego twierdzenia.

Dowdd. ”=". Zatézmy ze algebra R = L (FE) jest pierwsza. Wezmy dowolne dwa wierz-
chotki v, w € E°. Poniewaz idealty RvR i RwR sa niezerowe, to réwniez ideal RvRwR jest
niezerowy, wiec zbior v Rw jest niezerowy. Zatem istnieja $ciezki o, (3, takie ze vaF*w # 0,
co oznacza, ze wierzchotek u = r(a) = r(f3) jest szukanym wierzchotkiem.

7«<”. Zatdézmy, ze graf jest w pelni skierowany. Przypomnijmy, ze algebra Ly (FE) jest
zgradowana. Wtedy na mocy [39, Proposition I11.1.4] aby pokazaé pierwszo$¢ wystarczy
sprawdzi¢, ze dla dowolnej pary niezerowych, zgradowanych ideatow V., W zachodzi VW #
{0}. Z [41, Corollary 3.3 (1)], wiadomo, ze kazdy niezerowy zgradowany ideal zawiera
pewien wierzchotek. Zatem istnieja v € V N EY, w € W N E°. Poniewaz graf jest w petni
skierowany, to v > v i w > u dla pewnego wierzchotka u, to oznacza, ze u € Viu e W.

Zatem u = u? jest niezerowym elementem VW, co koficzy dowéd. [
Kolejny lemat bedzie przydatny w dalszych rozwazaniach.

Lemat 3.1.7. Niech E bedzie grafem skoniczonego rzedu o skonczonym zbiorze E° oraz
niech K bedzie cialem. Zaléimy, Ze istnieje cykl @ w E, taki Ze dla kaidego v € E°,
v > E%7). Zaléimy dodatkowo, ze w E kaidy cykl z wyjéciem jest cyklem ekstremalnym.

Wtedy Ly (E) posiada Wiasno$é (A).

Dowdd. Jesli m ma wyjscie, to z Lematu 3.1.5 mozemy stwierdzi¢, ze Lk (FE) jest algebra

prosta z jedynka, wiec Li(E) posiada Wlasnos$¢ (A). Jesli natomiast 7 nie ma wyjscia,
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to pokazemy najpierw, ze 7 jest jedynym cyklem w grafie. Istotnie, zalézmy nie wprost,
ze istnieje w F inny cykl 7’. Jako, ze to sa rozne cykle, to réwniez istnieje krawedz e
w 7’ niewystepujaca w . Jedli s(e) € EY(7), to mamy sprzecznosé, bo 7 nie ma wyjscia.
Natomiast jesli s(e) € E°\ E°(w), to z zalozenia s(e) > E°(w). Zatem dla dowolnego
wierzcholtka w € E°(7), E°(7') > w, a wigc ' ma wyjscie. Poniewaz kazdy cykl z wyjéciem
jest cyklem ekstremalnym réwniez mamy w > E°(7'), wiec w szczegdlnosci m ma wyjscie,
sprzecznosé.

Wezmy v € EY \ E°(7), wtedy zachodzi v > E°(7) i E°(w) # v. Zatem z [5, Theorem
3.3] mamy Ly (F) = My(K|[z,z~!] dla pewnego d. Nastepnie korzystajac z [29, Proposition
1.3] i [29, Theorem 2.2], mamy, ze w tym przypadku rowniez Ly (E) posiada Wtasnosé
(A). O

Zbierajac wszystkie otrzymane do tej pory informacje jesteSmy w stanie udowodnié¢
gtowne wyniki tego rozdziatu. Pierwszy odpowiada przypadkowi gdy zbiér wierzchotkow

jest skonczony, natomiast drugi gdy nieskonczony.

Twierdzenie 3.1.8. Niech K bedzie ciatem. Niech E bedzie grafem skonczonego rzedu

i B9 bedzie zbiorem skoriczonym. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

1. Lg(E) posiada Wiasnosé (A).
2. Lk (F) posiada lewostronng Wlasnosé (A).
3. Lx(FE) posiada prawostronng Wlasnosé (A).

4. W grafie E kazdy cykl ktory ma wyjscie jest cyklem ekstremalnym.

Dowdd. Implikacje 1 = 4, 2= 4, 3= 4 wynikaja z Lematu 3.1.2.

Do dokoniczenia dowodu wystarczy pokazac¢ implikacje 4 = 1. Powotujac si¢ na paragraf
poprzedzajacy bezposrednio Lemat 3.1.2, mozemy ograniczy¢ sie do przypadku w ktérym
w grafie F jest przynajmniej jeden cykl 7.

Jesli dla dowolnego wierzchotka v € E°, v > E%(7), to z Lematu 3.1.7 otrzymujemy
teze.

Zalézmy zatem, ze v ¥ E°(w) dla pewnego wierzchotka v € E°. Ze Stwierdzenia 3.1.3
oraz z Lematu 3.1.4 wynika, ze istnieje nietrywialny m-trojpodziat (E?, EY, EY) zbioru

E i odpowiadajacy mu m-izo-podzial (&;,&:), taki ze Li(E) = Ly (&) x Li(&). Z
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Lematu 3.1.7 algebra L (&) ma Wtasnosé (A). Ponadto graf & jest skoniczonego rzedu
i kazdy cykl w &, ktory ma wyjscie, jest cyklem ekstremalnym. Zatem mozemy powtorzy¢
powyzsze rozumowanie zastepujac graf E grafem &,. Poniewaz graf F byt skonczony, po
skonczonej liczbie krokéw otrzymamy ciag grafow Fy = &1, Fy, ..., F, dla pewnego n > 1,
taki ze Lx(E) = Lk (Fy) X ... x Lg(F,) i dla dowolnego 7 algebra Ly (F;) ma Whasnosé
(A). Zatem z [29, Proposition 1.3] Li(F) réwniez posiada Whasnosé (A). O

Odwotujac sie do przyktadu 2.2.4, wspomnielismy, ze w grafie E kazdy cykl jest cyklem
ekstremalnym, zatem dla grafu E algebra Ly (F) spetnia Wtasnosé (A).

Twierdzenie 3.1.9. Niech K bedzie ciatem. Niech E bedzie grafem skonczonego rzedu,

takim ze EY jest zbiorem nieskonczonym. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. Lg(E) posiada Wiasnosé (A).
2. Lk (F) posiada lewostronng Wlasnosé (A).
3. Lk(F) posiada prawostronng Wlasnosé (A).

4. Dla kazdego skoticzonego zbioru F C E°, istnieje wierzchotek v, taki ze H(F) N

Dowdd. Pokazemy réwnowaznos$é 3 < 4. Jedli E° jest nieskoniczonym zbiorem, to dowolny
element Ly (E) jest dzielnikiem zera. Zatem Ly (FE) posiada prawostronng Wtasnos$é (A)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skonczenie generowany ideat V algebry Lk (E) ma niezerowy
anihilator.

Przypusémy, ze 4 zachodzi i niech a4, ..., a, beda dowolnymi elementami Ly (E), gdzie
n jest dodatnig liczbg catkowitg. Przypusémy, ze wszystkie a; sg jednomianami. Latwo
zauwazy¢, ze zbior wszystkich wierzchotkéw wu, dla ktorych a;u # 0 dla pewnegoi =1,...,n
jest skoniczony. Oznaczmy ten zbiér przez F. Wezmy j € {1,...,n} i rozwazmy dowolne
dwie Sciezki «, . Pokazemy, ze (a;af*)vp = 0. Zalézmy przeciwnie, ze a;a # 0, wigc
w szczegdlnoscl ajw # 0, gdzie w = s(a). Wiec w € F. Poniewaz vp = s(0) i r(a) = r(3),
mozemy wywnioskowaé, ze r(a) € H(w) N H(vr), co przeczy 4. Zatem vg anihiluje
ideal generowany przez ai, . .., a,. Poniewaz dowolny skoniczenie generowany ideal Ly (F)
jest zawarty w ideale generowanym przez skonczong liczbe jednomianow, z powyzszych

rozwazan otrzymujemy, ze Ly (FE) posiada prawostronnag Wtasnos¢ (A).
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Aby pokazaé przeciwng implikacje, zatézmy, ze dla dowolnego skonczonego zbioru F',
takiego ze dla dowolnego wierzchotka v zachodzi H(F) N H(v) # (). Wtedy z Twierdzenia
3.1.1, prawostronny anihilator ideatu V' algebry Ly (F), ktory jest generowany przez F,

jest zerowy. Zatem powolujac si¢ na uwage z pierwszego akapitu dowodu, widzimy, ze
Lk (F) nie posiada Wtasnosci (A).

Roéownowaznos¢ 2 < 4 mozna pokaza¢ analogicznie, co konczy dowod twierdzenia. [

Przyktad 3.1.5.

e1 e2 e3 e4 es
E ="t o2 o3 oVt oU5

(3.2)

W powyzszym grafie spetniony jest warunek 4. Twierdzenia 3.1.9. Zatem algebra Ly (FE)
posiada Wtasnosé (A).

Na zakonczenie tego rozdziatu przedstawimy przyktad algebry, ktora jest Bézout i nie

posiada Wtasnosci (A).

Przyklad 3.1.6. Rozwazmy dowolne ciato K, graf F

i algebre Sciezek Leavitta Ly (FE). Poniewaz E ma cykl e z wyjsciem, ktéry nie jest
ekstremalny, to Ly (FE) nie posiada ani lewo-, ani prawostronnej Wtasnosci (A), natomiast

powolujac sie na [4], algebra Lg(E) jest Bézout.
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Rozdziat 4

Konstrukcja klasy maksymalnych
przemiennych podalgebr dla

pierwszych algebr Sciezek Leavitta

Na podstawie pracy [13].

4.1 Teoretyczne podstawy zagadnienia

W tym rozdziale skonstruujemy pewne klasy przemiennych podalgebr algebry Sciezek
Leavitta Lg(FE). Dodatkowo przedstawimy dowdd maksymalnosci tak zwanego jadra
przemiennego Mg(E) dla Lr(FE), gdzie E jest ustalonym grafem i R jest pierscieniem
przemiennym z jednynka. Wspomniany dowodd jest innym od znanego w literaturze.

W literaturze mozna znalezé wiele prac dotyczacych maksymalnych podalgebr (nieko-
niecznie tacznych) algebr (zob. [20], [18], [23], [33], [38]).

Klasyczny wynik, mowi ze dla kazdego ciata K, wymiar nad K maksymalnej prze-
miennej podalgebry algebry macierzy M, (K) wynosi co najwyze] L%j + 1, gdzie | |
oznacza czes¢ catkowity liczby. Jest wiele dowodéw tego twierdzienia. Na szczegdlna uwage
zastuguja dowody przedstawione przez Mirzakhani w [37] i Gustafsona w [26]).

Powolujac sie na prace [49] podamy przyklad maksymalnej przemiennej podalgebry
M, (K) o wymiarze L”{J +1dlan > 2. Niech k; i ks beda dodatnimi liczbami catkowitymi,

takimi ze ky + ko = n. Definiujemy prostokat B,

B={(i,j) e NxN:1<i<k <j<n},
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i rozwazamy podzbior
J= { > byE(i,7) : by € K dla kazdego (i,7) € B}, (4.1)
(i,j)eB
gdzie E(i, j) oznacza macierz, ktora ma dokladnie jedna jedynke (w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie) a w pozostalych miejscach sa zera.
7 definicji J sktada sie z macierzy gérnotrojkatnych odpowiadajacych prostokatowi B,

ktore sg postaci

0 0 - 0 bygsny - bin
0 o -ov 0 bygsen - Do
0 brykyi+1) - bryn

0 0

0

Mozna zauwazy¢, ze podalgebra

A=KI, +] (4.2)

algebry M, (K), gdzie K1, := {al, : a € K} oraz I, oznacza macierz identycznosciowa,
jest przemienna podalgebra algebry ML, (K). Biorac ki = ky = 5, gdy n jest parzyste
oraz ki = “T’l i ke = "T“, gdy n jest nieparzyste, otrzymujemy przemienng podalgebre o
wymiarze réwnym L”;J + 1.

W pracy [8] Amitsur i Levitzki pokazali, ze dla dowolnego pierécienia przemiennego R
algebra macierzy M, (R) spelia standardowa tozsamo$¢ wielomianowa stopnia 2n, a nie
spetnia zadnej tozsamosci wielomianowej nizszego rzedu. Wprowadzenie do teorii algebr
speliajacych tozsamosci wielomianowe mozna znalezé w rozdziale 6 ksiazki [17]. Podany
jest tam inny dowdd wspomnianego twierdzenia Amitsura i Levitzkiego.

Nawet w przypadku ciata K pewne podalgebry M, (K), speliaja dodatkowe tozsa-
mosci wielomianowe, ktére nie sa spelnione przez caly algebre M, (K). Ten problem byt
analizowany w pracach [49] i [51]. Autorzy rozpatrywali w nich podalgebry algebry M, (K)
spetniajace tozsamosci wielomianowe, ktére uogolniaja podalgebry przemienne.

Wymiar podalgebry algebry macierzy M, (K) nie moze by¢ dowolny. Ograniczeniem
gérnym wymiaru dowolnej wlasciwiej podalgebry z jedynka algebry M, (K), gdzie K jest
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cialem charakterystyki zero jest n? —n+ 1 (zob. [7]). Opisanie wszystkich liczb mniejszych
od n?, ktére moga by¢ wymiarem pewnej podalgebry algebry macierzy M,,(K) jest trudne.
Przyklad podany na poczatku rozdziatu jest podalgebra wymiaru L”;J + 1.

W pracy [18] Canto i Nasr-Isfahani skonstruowali pewna maksymalna, ze wzgledu na
inkluzje, podalgebre przemienng algebry Sciezek Leavitta Lr(E) nad dowolnym przemien-
nym pierScieniem z jedynka R. Podalgebra ta jest nazywana jadrem przemiennym Lg(FE)
i oznaczana jest przez Mg(F) (zob. [18, Proposition 4.5] i [18, Theorem 4.13]).

Naturalne jest pytanie, czym jest Mg (E) dla konkretnych grafow i ciala K. Zaczniemy
od analizy grafu &

e €n—1

E= o1 _em L et (4.3)

dla ktérego algebra $ciezek Ly (E) jest izomorficzna z algebra macierzy (zob. Przyktad
2.2.2). Jadrem przemiennym Mg (E) tego grafu jest podalgebra Ly (E) generowana przez
wszystkie wierzchotki grafu vy, ..., v,. W izomorfizmie algebr Lk (€) i Mg (F) odpowiada
ona podalgebrze macierzy generowanej przez macierze F(1,1), E(2,2),...,E(n,n). Za-
tem jadro przemienne Mg (E) jest izomorficzne z produktem cial.

Jesli dla pewnego k; < n rozwazymy podalgebre A algebry M, (K) zdefiniowana
w réwnosci (4.2), to jej izomorficzna kopia C w Lk (E) jest generowana przez wszystkie
sciezki o € L (), takie ze s(a) € {vi,..., vk, } 1 r(a) € {vgy41,--.,0n}. W ten sposdb
znalezliSmy przemienna podalgebre Lk (&), ktéra nie jest izomorficzna z Mg (E).

Celem tego rozdziatu bedzie uogoélnienie powyzszej konstrukeji, dzieki ktorej znaj-
dziemy klas¢ maksymalnych przemiennych podalgebr pierwszych algebr Sciezek Leavitta.
Zastosowanie konstrukcji z pewnymi parametrami w grafie £ prowadzi do podalgebry
Lk (E), ktéra jest izomorficzna z podalgebra A = K1, + J.

Na zakonczenie rozdzialu przedstawimy istotnie rézny od oryginalnego, zamieszczonego
w pracy [18], dowdéd maksymalnosci jadra przemiennego Mg(FE). W dowodzie wykorzy-
stamy jedynie informacje dotyczace struktury Lgr(F).

4.2 Sformutowanie gtéwnego wyniku i podstawowe

informacje

Dla wierzchotkéw u,v € E° rozwazmy nastepujacy zbiér niezerowych jednomianéw:
M(u,v) = {af" : a,p € Path(E), af* #0, s(a) =u, r(8") =v}. (4.4)
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Niech $ciezki o, 8 € Path(E) beda, takie ze a3 # 0. Jedli |a| > |3]), to istnieje Sciezka
o/, taka ze a = Bo’. Natomiast gdy |a| < |f]), to istnieje $ciezka ', taka ze f = aff'.
Wtedy z warunku (CK1) w pierwszym przypadku o = (/)*, a w drugim o*g = J'.

Takie przedstawienie jednomianu o*( nazwiemy redukcjq.

Definicja 4.2.1. Niech £ = (E° E' s,r) bedzie grafem, takim ze |E°| > 1 i niech
(E?, E?) bedzie para niepustych podzbioréw E°, taka ze ESNEY = (i E°U E? = E°,
wtedy bedziemy méwié, ze mamy podzial zbioru E°. Przez L (EY, EY) bedziemy oznaczaé
podalgebre L (E) generowang przez wszystkie jednomiany a3*, takie ze «, § € Path(F),
s(a) € EYir(B*) € EC.

Przyktad 4.2.1. Rozwazmy graf

E= o *>f ol L, gt2

N
€2
U3 9 oV
Niech EY = {u,v;,w} i E? = {v,,v3}. Dla takiego podziatu przyktadowymi elementami

podalgebry Ly (E?, EY) sa jenomiany fe1, feieseser, €5, eresesereagg”

Zauwazmy, ze jesli |[E°| =11 E' =0, to Lg(F) jest izomorficzna z K. Jedli |E°| =1
i |EY| =1, to Lk (FE) jest przemienng algebra, zatem bezcelowe jest rozwazanie maksymalnej
podalgebry przemiennej Li(F) w tym przypadku. Gdy |E°| = 11 |E'| > 1, to algebra
L (F) jest prosta, wiec w szczegblnosci takze pierwsza. Niestety przedstawionej w Definicji
4.2.1 konstrukcji nie mozna w tym przypadku zrealizowac.

Ze wzgledu na powyzsze uwagi, na potrzeby tego rozdziatu zaktadamy, ze |E°| > 1.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnego podziatu (EY, E?) zbioru wierzchotkéw E°,
iloczyn dwoch elementéw podalgebry L (EY, E9) algebry Ly (FE) jest réwny 0. Zatem
dowolne dwa elementy sa przemienne. Podobnie jest w przypadku macierzy nalezacych do
bloku J w Przyktadzie 4.1.

Dla pierwszych algebr $ciezek Leavitta rozwazaé¢ bedziemy pewne ich podalgebry,
skojarzone z Ly (E°, EY). Udowodnimy, Ze sa one maksymalnymi (ze wzgledu na inkluzje)
przemiennymi podalgebrami algebry Ly (FE).

Przypomnijmy, ze Ly (F) jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy F jest w pelni
skierowany (zob. Twierdzenie 3.1.6).

Glownym celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 4.2.1. Niech E bedzie grafem, gdzie |E°| > 1 i niech K bedzie ciatem.
Zaléimy, ze Ly (E) jest algebrq pierwszq. Niech (E?, E°) bedzie podziatem zbioru E°.

1. Jesli E ma skonczenie wiele wierzchotkow 1+ ponadto

(a) E jest acykliczny, lub
(b) E ma co najmniej dwa cykle, lub

(¢c) E ma dokladnie jeden cykl i ten cykl ma wyjscie

to algebra

K -1+ Lg(E] E))
jest maksymalng przemienng podalgebrg L (F).

2. Jesli E ma skonczenie wiele wierzchotkow, doktadnie jeden cykl i cykl ten nie ma
wyjsé, to algebra

Z(Lk(E))+ Lk (EY, EY)
jest maksymalng przemienng podalgebrg Ly (E).

3. Jesli E ma nieskonczenie wiele wierzchotkow, to algebra
jest maksymalng przemienng podalgebrg Ly (E).

Zaczniemy od pokazania nastepujacego lematu.

Lemat 4.2.2. Niech K bedzie ciatem, niech E bedzie grafem 1 niech o bedzie nietrywialng,
zamknietq, $ciezkq prostq opartq na v. Zaléimy, Ze dla Sciezek o, f € Path(E), w algebrze
Lk (E) zachodzi
(0")"(aB)o" # 0
dla kazdego n > 0. Wtedy:
1. Jesli |a| > |, to istniejq dodatnie liczby m, t, takie Ze

(0")"(@f")o" = o,

dla kazdego n > m i |ot| = |a| — |3].
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2. Jesli |a| < |B|, to istniejg dodatnie liczby m, t, takie Ze
(") (@f")e" = ("),
dla kazdego n > m i |(c*)!| = |B] — |a.
3. Jesli |a] = ||, to istnieje dodatnia liczba m, taka Ze
(0)"(aB")o" =,
dla kazdego n > m.

Dowdéd. 1. Niech m bedzie mozliwie najmniejsza liczba, taka ze |0™] > |a|. Oznaczmy
przez 0 $ciezke odpowiadajaca (o)™ (afB*)o™ po dokonaniu redukcji. Oczywiscie 0 nie jest
wierzchotkiem. Dodatkowo s(§) = r(0) = v. Poniewaz (o*)"~™§ # 0 dla kazdego n > m,

to 6 = o' dla pewnego t > 0. Zatem
(a*)"(aﬁ*)a” — (O_*)n—méo_n—m — (U*)n—mo_to_n—m — O't.

2. Te cz¢sé mozna udowodnié¢ analogicznie do poprzedniego przypadku.
3. Rozwazmy element a3*c. Po dokonaniu redukcji spetnia on warunki pierwszego przy-

padku. Zatem istnieje taka dodatnia liczba m, ze
(c")"(af*o)o" =0
dla kazdego n > m. Mnozac ostatniag rownos¢ obustronnie z lewej strony przez ¢* mamy
(6" (af")o™ = v,
[

Uwaga 4.2.1. Do konca rozdziatu, jesli rozwazamy element a € Lg(FE), to rownoczesnie
ustalamy jego prezentacj¢ a = 3_,c; kja; 37, gdzie J jest skoniczonym zbiorem indeksow,
aj, B; € Path(F) oraz k; € K dla kazdego j € J. Bedziemy zaktadaé, ze liczba elementow

J w prezentacji jest mozliwie najmniejsza. Dodatkowo zaktadamy, ze e, f; # s(e,) dla

jednomianu

a; B =eiea...enfifs .. [
pojawiajacego sie w rozwazanej prezentacji elementu a, gdzie ey, ..., epn, f1,..., fm € E*
in,m>1.

20



W takim przypadku powiemy, ze a jest w postaci zredukowanej (lub a jest zredu-
kowany). Zauwazmy, ze dla dowolnego podzbioru I C J element 3, kjo; 37 réwniez
jest zredukowany, w szczegélnosci vaw, va, aw € Li(E) sa w postaci zredukowanej dla

dowolnych v, w € E°.

Lemat 4.2.3. Niech E bedzie grafem i niech K bedzie cialem. Jesli a jest niezerowym,

jednorodnym elementem w L (E) o zredukowanej postaci
n
a = Z k’jOéjOé;
j=1

dla pewnych $ciezek «;, gdzie |a;| > 0 i niezerowych k; € K, j = 1,...,n, to istnieje

Sciezka vy, taka ze r(v*) = s(«y;) dla pewnego i oraz
Ya;=0=ajy (4.5)
dla kazdego 7.

Dowdéd. Dowodd przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na n. Jeslin = 1, to istnieje k € K
i a € Path(F), takie ze a = kaa®. Niech a = e;...¢, dla pewnych krawedzi ey, ..., ¢
i pewnej liczby naturalnej ¢, wiec a = kej...epe;...e] jest w postaci zredukowanej,
czyli istnieje krawedz f # e, taka ze s(f) = s(e;). W przeciwnym przypadku z (CK2)
ee; = s(eg), co przeczy zatozeniu, ze a jest w zredukowanej postaci. Wezmy $ciezke
v =-ey...e0_1f. Tak wybrana Sciezka v spetnia teze Lematu.

Rozwazmy przypadek n > 1. Niech ¢ bedzie dodatnia liczba catkowita, taka ze a; ma
najmniejsza dtugosé sposréd wszystkich «;, dla j € {1,...,n} oraz niech a; = e;...¢, dla
pewnych krawedzi eq, ..., e, i pewnego ¢ > 1. Z zalozenia, ze a jest w postaci zredukowanej,

istnieje krawedz f, taka ze f # ey, s(f) = s(eg) idlad =e;y...e,1f zachodzi
00" # aja; (4.6)

dla kazdego j € {1,...,n} oraz §*a; = 0 = 4.

Jesli 6*a; = 0 dla kazdego j € {1,...,n}, to przyjmujac v = d, spelnia teze Lematu.
Zalézmy przeciwnie, ze 0*a; # 0 dla pewnego j. Bez utraty ogélnosci, mozemy przyjac, ze
istnieje liczba catkowita s > 1, taka ze dla kazdego j € {1,...,s}, 0*a; = 0 i dla kazdego
je{s+1,...,n},6"a; # 0. Zatem dla kazdego j > s + 1 istnieje Sciezka o/, dla ktére;

a; = da. Korzystajac z (4.6) mamy || > 0.
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Poniewaz a jest w postaci zredukowanej i a = 33, kjoaf + 00" add*, to 6*ad # 0.
Zauwazmy, ze 6*ad ma zredukowang prezentacje nastepujacej postaci >7_. . kjajal.
Ponadto, s(c, ;) = s(a) ) = ... = s(a},) = r(6). Zatem z zalozenia indukcyjnego, istnieje
Sciezka o, taka ze r(0*) = s(a ) = 5(6%) i 0"a); = 0 = a0 dla kazdego j € {s+1,...,n}.

Teraz rozwazmy niezerowy element v = do. Poniewaz r(7*) = s(e1) = s(a;) 1 v =
0 = ajy dla kazdego j € {1,...,n}, to koficzy dowéd. O
Definicja 4.2.2. Dla danego grafu F i ciata K, niech a bedzie jednorodnym elementem
Lk (E), ktory jest w ustalonej zredukowanej postaci a = 3¢ ; kjo; 37, gdzie k; € K jest
niezerowym elementem dla kazdego 5 € J. Wtedy dla kazdego n > 0, definiujemy zbior

M, (a) = {a]ﬂ;-‘ € supp(a) : |oj| = n}.

Nastepny wynik jest zwiazany z twierdzeniem o redukeji (zob. [42] i [40]).
Stwierdzenie 4.2.4. Niech E bedzie grafem oraz niech K bedzie ciatem. Rozwazmy
niezerowy element a € Li(E) w ustalonej zredukowanej postaci a = 3¢ kja; 37, gdzie
k; € K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J. Zatdimy, Ze ngy jest najmniejszq

liczbg calkowitq, takq ze M,,(a) jest niepustym podzbiorem supp(a). Wtedy dla kazdego

i € J, takiego Ze c;3f € My, (a) istniejg Sciezki vy i 7y spelniajgce

7*( U Mn(a)>v o {aBYT = (s} = )}

Dodatkowo, v = o i 5 = [0 dla pewnej Sciezki o € Path(E).
Dowod. Rozwazmy wszystkie liczby nieujemne ng, nq,...,n; gdzie ng < ny < ... < ng,
speliajace M, (a) # 0, dla ¢ =0,1,...,t. Wtedy supp(a) = Uj_, M,,(a).

Ustalmy i € J, takie ze a5 € M,,,(a). Przyjmijmy vy = o; 1 7, = ;- Mamy

Yo My (0)7o = Yo {uf; 170 = {s(70)} = {7(Fo) }-

Zauwazmy, ze jesli yiM,,(a)7y, = {0} dla kazdego ¢ > 0, to biorac v = v, 7 = 7,
io0=r(q)=r(0) kohczymy dowdd.

W przeciwnym przypadku istnieje takie n, > ng, ze

Yo Mn,, (@)% 7 {0}.

Mozemy zatozy¢, ze ny, jest najmniejsza liczba majaca powyzsza wlasnos¢. Ustalmy

element ji € J, taki ze o, 35, € M, (a) 750,857 # 0. Wtedy
0‘3&5}1 = aiper fiwi B
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dla pewnych Sciezek p; i wy i krawedzi ey i f1. Dodatkowo |aypner] = ng, 1 |pier| = | frwil.
Korzystajac z p1 (mozliwe, ze jest to wierzcholek) w powyzszej prezentacji o, 35, definiu-
jemy zbior

Ny = {3} € My, (a) : pia;a 3 Bipn # 0.

Zauwazmy, ze istnieje krawedz hq, dla ktorej

a;puih R p 67 ¢ Ny oraz  aguihihipi 57 # 0.
Istotnie, jesli Ny = 0, to mozemy wzigé hy = e;. Zalézmy, ze N; # . Dla kazdego
a; 37 € Ny, mamy wtedy
;8] = aipies fo 57
dla pewnych krawedzi es i fy. Z relacji definiujace L (F) i zatozenia, ze element a jest

w zredukowanej postaci, istnieje krawedz hq, taka ze

alulhlh*{u*{ﬂf ¢ N, oraz az/ﬁlhlhiuiﬁ: 7A 0,

co chcielismy pokazac.

Niech Y1 = ozl,ulhl oraz 71 = /62'/111]11. Wtedy

N (Mg (a) U My, () U U My, ()71 = vi{eiGi 17 = {s()} = {r(7)}-

Powtarzamy teraz kroki wykonywane w wezesniejszej czesci dowodu. Jedli vy M, (a)y, =
0 dla kazdego ¢ > ¢4, to biorac v =, ¥ =7, 1 0 = p1hy konczymy dowod.

W przeciwnym przypadku, rozwazmy najmniejsza liczbe ng,, taka ze ng, > ng
iy Mp,, (a)7, # 0. W taki sam sposéb jak skonstruowalismy 71,7, i1, b1 konstruujemy
Yo, ¥q, U2, ho, takie ze

Vo (Mg (@) U My, () U U My, (0))72 = a{ifi 17 = {s(12)} = {r(72)}-

Jesli v M, (a)7, = 0 dla kazdego ¢ > {5, to biorac v = y2, 7 = ¥, 1 0 = pghy koficzymy
dowod. W przeciwnym razie kontynuujemy ten proces. Skonczy sie on po skoniczonej liczbie

krokéw, co konczy dowdd. O
Z definicji zbioréw M, (a) mamy nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.2.5. Dia FE, K i a, takich jak w Stwierdzeniu 4.2.4, istniejg Sciezki v i 7,
takie Ze v*ay = ks(v*) = kr(¥) dla pewnego niezerowego k € K.
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Lemat 4.2.6. Jesli K jest ciatem, E jest w petni skierowanym grafem i u,v € E°, to

M(u,v) # 0.

Dowadd. Skoro graf jest w pelni skierowany, to istnieje wierzchotek w, taki ze u > wiv > w.
Niech « bedzie Sciezka, taka ze s(a) = u i r(a) = w i niech § bedzie $ciezka, taka ze

s(B) =vir(f) =w. Woéwczas dostajemy niezerowy element a3* nalezacy do 9 (u,v). O
Ze Stwierdzenia 4.2.4 oraz powyzszego Lematu, dostajemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 4.2.7. Niech K bedzie ciatem i niech E bedzie grafem w pelni skierowanym
oraz niech a € Lx(E) w ustalonej zredukowanej postaci a = Y ;c; kjo;3;, gdzie k; €
K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J. Jesli v € E° jest, taki ze av # 0

(odpowiednio va # 0), to dla dowolnego wierzchotka w € E° istnieje jednomian af3* €

M(v,w) (odpowiednio, aff* € M(w,v)), taki Ze aaf* # 0 (odpowiednio, afF*a #0).

Dowdd. Niech v 175 beda takie, jak we Wniosku 4.2.5, ale dla elementu av. Wtedy, dla
u = s(v*) = r(¥), mamy v*avy = u. Z Lematu 4.2.6 dla kazdego w € E° istnieje niezerowy
jednomian od* € M(u, w). Wtedy y*avyod* # 0, wiec avyod* # 0. Biorac « = 5o i f = 6,
dostajemy teze.

W podobny sposéb mozna pokazaé¢ teze w przypadku elementu va. O

4.2.1 O elementach przemiennych z L (EY, E)

Jest jasnym, ze dla kazdego a € L (F)

Motywuje to nastepujaca definicje.
Element a € L (F) nazywaé bedziemy diagonalnym, jesli

a= > wvav.

vEED

W tym podrozdziale pokazemy, ze nasze rozwazania bedziemy mogli zawezi¢ do elementow

diagonalnych algebry Ly (E).

Lemat 4.2.8. Niech E bedzie grafem w petni skierowanym, niech K bedzie cialem i niech a
bedzie jednorodnym elementem w Lk (E) w ustalonej zredukowanej postaci a = 3= ;¢ 5 kjo; 35,
gdzie k; € K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J. Jesli a jest przemienny ze

wszystkimi elementami L (E°, E?), to
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1. uav = 0 dla kazdego v € E° i kazdego v € EY, takich ze u # v,
2. wav = 0 dla kazdych u,v € E?, takich Ze u # v.

Dowéd. 1. Zalézmy, ze istnieja takie wierzchotki u € E®iv € EY, u # v, ze uav # 0. Z
(4.4) oraz Wniosku 4.2.7, dla dowolnego wierzchotka w € E? istnieje niezerowy jednomian
af* € M(v,w), taki ze uaaB* # 0. Zauwazmy, ze a8* € Ly (E°, EY). Poniewaz uv = 0, to
uaaF* = uaf*a = 0, sprzecznosc.

2. Zal6zmy nie wprost, ze istnieja rézne wierzchotki u, v € E?, takie ze uav # 0. Wezmy
dowolny wierzchotek w € E?. Ponownie korzystajac z Wniosku 4.2.7, istnieje jednomian
af* € M(w,u), taki ze af*av # 0. Tak jak w pierwszym przypadku, wnioskujemy, ze

af*av = aaff*v = 0 i otrzymujemy sprzecznosc. O]

Whniosek 4.2.9. Niech E bedzie w petni skierowanym grafem, niech K bedzie ciatem
i a bedzie jednorodnym elementem w Lk (E), w ustalonej zredukowanej postaci i niech
a =73 cskja;0B;, gdzie kj € K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J. Jesli a jest
przemienny ze wszystkimi elementami L (E°, EY) i uav = 0 dla kaidego u € EY i dla

kazdego v € E°, to a jest diagonalny.

Dowdd. Odwotujac sie do réwnania (4.7), otrzymujemy
a= > wav+ > uwaw+ Y,  uwav+ »  uav.
u,vEEY u€EY, veEY u€EQ, veEY u,veL?
7 Lematu 4.2.8 drugi i trzeci sktadnik jest réwny 0. Ponadto ponownie z tego samego
Lematu w pozostatych dwoch sumach niezerowymi elementami sg tylko te, dla ktorych

u = v. Zatem a jest diagonalny. O

Mamy nastepujacy wniosek, z ktorego bedziemy czesto korzystaé (mozliwe, ze bez

wczesniejszego wspominania o tym).

Whniosek 4.2.10. Niech E bedzie grafem w petni skierowanym, niech K bedzie ciatem
i niech a bedzie jednorodnym elementem w Ly (FE) w ustalonej zredukowanej postaci a =
Yjer ki 05, gdzie kj € K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J, oraz niech a
bedzie przemienny ze wszystkimi elementami Ly (ES, E®). Wéwczas zachodzi

vavaf* = aaf* = afa = af w aw, (4.8)
dla kazdych v € E?, w € E? i af8* € M(v,w), gdzie o, B € Path(E).

s’
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Lemat 4.2.11. Niech E bedzie w peini skierowanym grafem, niech K bedzie ciatem
i niech a bedzie jednorodnym elementem w Ly (E), w ustalonej zredukowanej postaci
a = ey ka5, gdzie kj € K jest niezerowym elementem dla kazdego j € J. Niech a

bedzie ponadto elementem diagonalnym. Jesli a # 0, to vav # 0 dla kazdego v € E°.

Dowéd. Zatézmy, ze a # 0 i vav = 0 dla kazdego v € E°. Z Wniosku 4.2.9, a jest
diagonalny, wiec istnieje wierzchotek u € E?, taki ze uau # 0. Zatem ua # 0. Niech
v € E°. Z Wniosku 4.2.7 istnieje niezerowy jednomian a3* € 9M(u,v), taki ze uaaS* # 0,
wiec takze aa* # 0. Poniewaz a3* € Ly (E?, E?), mamy af*a = aaf*. Skoro r(3*) = v
iv e EY otrzymujemy off*a = 0, sprzeczno$¢. Zatem istnieje wierzchotek v € E?, taki ze
vav # 0.

Zatozmy teraz, ze uau = 0 dla pewnego u € E°. Ponownie korzystajac z Wniosku 4.2.7,
dla dowolnego niezerowego jednomianu a* € M(u, v), takiego ze af*av # 0, otrzymujemy,
ze aff*av = aaB* = 0, sprzeczno$¢. Zatem uau # 0 dla kazdego u € E?.

Powtarzajac to rozumowanie dla dowolnego wierzchotka v € E? dostajemy, ze réwniez

vav # 0. O
Uzyskane do tej pory wyniki pozwalaja nam udowodni¢ trzeciag czes¢ Twierdzenia 4.2.1.

Dowod Twierdzenia 4.2.1 punkt 3. Niech E bedzie grafem, takim ze zbiér wierzchotkdéw
E? jest nieskoniczony. Zalézmy nie wprost, ze a jest przemienny ze wszystkimi elementami
Lig(E° E%) ia¢ Lg(EY E°) (w szczegolnosci a # 0). Mozemy przyjaé, ze uaw = 0 dla
kazdej pary u € E°, w € EY. Z Lematu 4.2.11 wynika, ze vav # 0 dla kazdego v € EV.

W takim razie zbiér E° jest skoriczony, sprzeczno$é. ]

4.2.2 O elementach przemiennych z Ly (EY E°) w przypadku

skonczonej liczby wierzchotkéw

Przypomnijmy, ze w tym rozdziale | E°| > 1. Dodatkowo w tym podrozdziale przyjmu-
jemy, ze |E°| < co. Zacznijmy od nastepujacych spostrzezeri.
Uwaga 4.2.2.

(a) Niech K bedzie ciatem i E bedzie grafem, takim ze algebra Ly (F) jest algebra pierwsza.
Do udowodnienia pozostatych dwoch podpunktow Twierdzenia 4.2.1, wystarczy pokazac,

ze dla niezerowego, jednorodnego elementu a € Lk (FE) spetniajacego warunki
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(P1) wav = 0 dla kazdego u € EY i kazdego v € E? oraz
(P2) ag = ga dla kazdego g € Li((E?, E?)),
zachodzi

(I) a € K -1, gdy E jest grafem o skonczonej liczbie wierzchotkéw, speliajacym jedna

z nastepujacych wtasnosci:

(i) E jest acykliczny, lub
(ii) F ma co najmniej dwa cykle, lub

(iii) F ma doktadnie jeden cykl, i cykl ten ma wyjscie.

(II) @ € Z(Lk(E)), jesli E jest grafem o skoniczonej liczbie wierzchotkéw, ktéry ma

doktadnie jeden cykl i cykl ten nie ma wyjscia.

(b) Rozwazmy zredukowang reprezentacje elementu a:
a = ijozjﬁ;‘. (49)
jed
Mozemy przyjaé¢ nastepujace zatozenie: Jesli b jest elementem Ly (FE) spelniajacym (P1)
i (P2), majacym zredukowana prezentacje o 0,07 dla pewnych $ciezek oy, 8y, 1 |T| < |J|
(gdzie J jest taki jak w Uwadze 4.2.1), wtedy

K, jesli E jest taki jak w (I).
be

Z(Lk(E)), jesli E jest taki jak w (II).

Od tego momentu, poprzez kolejne podrozdzialy, przyjmujemy, ze
a=> kja;3; (4.10)
jeJ

jest w postaci zredukowanej i a spetnia zatozenia przedstawione w Uwadze 4.2.2.

Lemat 4.2.12. Jesli E jest grafem, |E°| < oo i element a jest stopnia zero, to dla kazdego
veE R

VAV = Z k:]oz]aj

jel

dla pewnego I C J.
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Dowdd. Zauwazmy, ze vav = 3 ;c; kjo; 37 dla pewnego zbioru indeksoéw I C J. Poniewaz
a jest stopnia zero, to |a;| = |5;| dla kazdego j € I. Dla tak wyznaczonej zredukowane;j
prezentacji vav, rozwazmy zbiory M,,(vav), £ = 0,1,...,m (zob. Definicja 4.2.2), gdzie
np < np < ... < ny, sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, takimi ze M, (vav) # 0,
(=0,1,...,m.

Zatézmy nie wprost, ze istnieje ¢, 0 < ¢ < m, takie ze o, 3 € M, (vav) dla pewnego i €
I oraz «; # f3;. Niech ¢ bedzie najmniejszym elementem zbioru {0, 1, ..., m} posiadajacym
te wlasnos¢é. Wtedy, dla £ < ¢ zachodzi §8; = «;, wiec kazdy jednomian o;3; € M, (vav).

Dla kazdego ¢, niech
(vav), := > kjou 37

ajﬁjeﬂ4ﬁl(vav)

Wtedy
vav =Y (vav),.

220

Korzystajac z Uwagi 4.2.1 i Stwierdzenia 4.2.4, znajdziemy takie $ciezki v i 7, ze
7 (Stwaon ) =ty £0, (@11
€0
gdzie |y| = |ay| 1 |7| = |Bi]. Ze Stwierdzenia 4.2.4 oraz zalozenia, ze a ma zerowy stopien
wynika, ze v = o;0 1 7 = ;0 dla pewnej Sciezki 0. Zatem v i 7 majag te sama dtugosc, ale
v # 7. To daje réwnos¢
7 (agay7 = 0

dla kazdego a;aj € M,,(vav), gdzie ¢ < q. W zwigzku z tym

Yoy =Y uau)y = y*(vav)y

u€Ro
= 7 (D (vav)e)y = 7" (D_(vav) )y = kiy* ()7 # 0
>0 0>q

oraz
ki (0aB7)7 = kis(y") = kir (7).
Jedli v € EY, to ustalmy wierzchotek w € E° oraz rozwazmy dowolny niezerowy jednomian
6% € M(r(7),w). Wtedy v*vavyrd* # 0. Z drugiej strony, skoro vy76* € Ly (E?, EY)
oraz v # 7 1 [y| =[], to
Y vauyrd* = vy Frda =0,

co daje sprzecznosé.
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Jedli v € EY; to uzywajac podobnych argumentéw réwniez dochodzimy do sprzecznoscei.

]

Lemat 4.2.13. Niech E bedzie grafem, takim ze |E°| < oo. Jedli istnieje wierzcholek
v € E°, taki Ze vav = kv dla pewnego niezerowego k € K, to dla dowolnego wierzchotka

w € EY, a; =w = B dla pewnego i € J (200. (4.10)).

Dowdd. Poniewaz vav = kv, to a jest stopnia zero. W takim razie, z Lematu 4.2.12, a jest
postaci a = 3¢ ; kja o). Wystarczy wige pokazac, ze dla dowolnego wierzchotka w € E°,
w = «; dla pewnego i € J.

Zalézmy najpierw, ze v € E?. Ustalmy z € E? i zaldzmy, ze x # «; dla kazdego
j € J. Z Lematu 4.2.3 i Lematu 4.2.12 istnieje $ciezka widmowa ~*, taka ze r(v*) = =
oraz v*rar = 0. Niech af* € M(v, s(v*)). Wtedy af*y* jest niezerowym elementem
Li(E? E?) i zachodzi

0 = af*y rax = vavafB*y* = kvaf*y* # 0,

sprzeczno$¢. Zatem, udowodniliémy, ze dla dowolnego x € E°, z = «; dla pewnego i € J.

Rozwazmy teraz u € EJ i x € E). Pamigtajac, ze a = 3 ¢ kja o mamy zar = k,x +
> jer kjajaj dla pewnego zbioru I C J, gdzie [a;| > 0 (gdy [ # 0) 10 # k, € K. Zauwazmy,
ze istnieje $ciezka widmowa ~*, taka ze r(v*) = x oraz v*rar = k,v*. Istotnie, jesli I = (),
to bierzemy v* = x, w przeciwnym przypadku bierzemy ~*, takie ze v* (3 ;¢; k:jozjoc;) =0
ir(y*) = (zob. Lemat 4.2.3).

Jesli u # «; dla kazdego j € J, to istnieje Sciezka 0, taka ze s(0) = u i uaud = 0. Niech
a3* bedzie niezerowym jednomianem w 9 (r (), s(v*)). Wtedy udaF*y* jest niezerowym

elementem Ly (E?, E?) oraz
0 = uaudaf*y* = uwdaf*yraxr = k,udaF*y # 0,

sprzeczno$¢é. W takim razie dla kazdego u € EY, u = o; dla pewnego i € J.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jesli v € EY, to dla kazdego w € E°, w = o; dla
pewnego i € J.

Zatozmy teraz, ze v € EY. Uzywajac podobnych argumentéw jak w poprzednim

przypadku, mozemy pokazaé, ze dla kazdego w € E°, w = «; dla pewnego i € J. O]
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4.2.3 Ostatnie kroki dowodu Twierdzenia 4.2.1 (1)

Dowodd nastepujacego lematu jest natychmiastowy.

Lemat 4.2.14. Niech E bedzie grafem i niech K bedzie ciatem. Jesli dla wierzchotkow
u,v € E° i v € Li(E) iloczyn uzv # 0, to axB* # 0, dla dowolnych Scieiek o i 3, takich

Zer(a) =u i s(f*) =v.

Przypomnijmy ze a jest postaci jak w Uwadze 4.2.2. To znaczy zredukowang reprezen-
tacja elementu a jest nastepujaca:
a = ijajﬁ;' (412)
jeJ
Lemat 4.2.15. Niech E bedzie w petni skierowanym grafem o skonczenie wielu wierzchot-

kach 1 niech K bedzie ciatem. Jesli:
1. E jest acykliczny, lub
2. E ma co nagmniej dwa cykle, lub
3. E ma dokladnie jeden cykl i cykl ma wyjscie,
to vav = kv dla pewnego k € K i pewnego wierzchotka v € E°.

Dowéd. Jedli graf E jest taki jak w 1 lub w 3, to istnieje wierzcholek v € E°, ktéry jest
ujsciem. Wtedy vav = kv dla pewnego elementu k € K | ktory z Lematu 4.2.11 jest
niezerowy.

Nastepnie, niech E bedzie taki jak w 2. Poniewaz E jest w pelni skierowany, to istnieje
cykl 7 oparty na wierzchotku w, ktéry ma wyjscie e oraz s(e) = w. Niech z = r(e).

Zatbzmy, ze istnieja wierzchotki u € E? i v € EY| takie ze u > w i x > v. To znaczy, ze
istnieja Sciezki o1 € M(u, w) i o9 € M(z,v). Wtedy dla kazdej liczby dodatniej ¢ element
70 = oymledy # 01 s(1y) = u, r(7) = v. Zauwazmy, ze 7, € Li(E?, E?) dla kazdego /.
Zatem dla kazdego ¢ zachodzi at, = 7ya. Mnozac obie strony tego réwnania przez 7/,

otrzymujemy 7;a7, = vav # 0, co daje
oye*(nt) otao mleay # 0.

Jesli stopien a jest niezerowy, to z Lematu 4.2.2 istnieja liczby dodatnie m i ¢ i niezerowy

element k € K, takie ze dla kazdego ¢ < m, (7%)*ofac;wt jest réwny albo k7!, albo k(7*)".
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Poniewaz e jest wyjsciem z cyklu 7, to bez wzgledu na przypadek mamy e*(7¢)*otao e =

0, sprzecznosc.
W zwiazku z powyzszym mozemy przyjaé, ze a ma stopien zero. Z Lematu 4.2.2(3)

istnieje dodatnia liczba m, taka ze dla kazdego ¢ > m,
vav = 7/ar = aye’ (1h) oo ey = kv,

dla pewnego niezerowego k € K.

Analogiczne rozumowanie mozemy powtoérzy¢ w przypadku dualnym, gdy istnieja wierz-
chotki u € E?, v € E?, takie ze u > w oraz > v (w tym przypadku (1,)* € Lx(E?, E°)
dla kazdego /).

Przypusémy teraz, ze dla dowolnych u,v’ € E°, takich ze u > w i & > v/, zachodzi
u, v’ € EY. Zauwazmy, ze wtedy w € E°. Ustalmy z € EY. Poniewaz F jest w pelni
skierowany, to mozemy znalez¢ wierzchotek v € EY oraz $ciezki § € 9M(x,v) i v € M(2,v).
Z przyjetych zatozen wynika, ze v € E°. Zatem, dla dowolnej liczby dodatniej ¢, zaréwno
mtedvy*, jak i v* sa elementami L (E?, E?) i oba te elementy nie sg zerowe. W takim razie,

korzystajac z Lematu 4.2.14 dostajemy
0 * _ _/f P *
armedy” = medy'a =meday” # 0.

Zatem an‘ed = m’eda. Mnozac ostatnia réwnoéé obustronnie z lewej strony przez §*e*(7t)*,
otrzymujemy §*e*(m)*aned = vav # 0.

Jesli a nie jest stopnia zero, to uzywajac takich samych argumentéw jak w pierwszej
czesci dowodu, ponownie otrzymujemy sprzecznos¢. W przeciwnym przypadku, jesli zato-
zymy, ze stopien a jest rowny zero, dostajemy vav = kv dla pewnego niezerowego elementu
k € K. Podobne rozumowanie dowodzi tezy, jesli zalozymy, ze dla kazdych u,v" € E°,

takich ze u > w i x > v, mamy u,v’ € EP. O

Dowdd Twierdzenia 4.2.1 (1). Zauwazmy, ze przyjeta postaé elementu a (por. 4.9) oraz Le-
mat 4.2.12 1 Lemat 4.2.15, pozwalaja zapisa¢ a = }_,c; kja;a. Dodatkowo, korzystajac
z Lematu 4.2.13 dla kazdego w € E°, istnieje ¢ € J, takie ze w = a;. W takim razie:
a= Z kyw + Z kjajar
weED jed!
dla pewnych niezerowych elementéw k,, k; € K oraz J' C J, takiego ze |ay;| > 0 dla

kazdego j € J'. Zauwazmy, ze |J| = |J'| + |E°|.
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Ustalmy wierzchotek v € E°. Wtedy

Y kww= > kw+ Y kw=k+ > kuw,

weE° weEp weE\{v} weE\{v}
gdzie k = ky, ki, = ky, — k, € K dla w # v. Rozwazmy b = 3 ,,cgo\ 1) ki, + 2y kjoja.
Poniewaz a = k+b, to ustalajac zredukowang prezentacje elementu b i korzystajac z Uwagi

4.2.2, wnioskujemy b € K. Stad réwniez a € K, co nalezato wykazac. O]

4.2.4 Pozostaly przypadek

Do dowodu Twierdzenia 4.2.1 zostal przypadek, gdy E jest grafem w pelni skierowanym
o skonczonej liczbie wierzchotkéw, ktory ma doktadnie jeden cykl i ten cykl nie ma wyjscia.

Dla ustalenia uwagi na czas dowodu oznaczmy ten cykl przez .

Dowdd Twierdzenia 4.2.1 (2). Zalézmy najpierw, ze F nie jest skonczonego rzedu i roz-
wazmy element a o zredukowanej prezentacji, takiej jak w (4.9). Niech w bedzie wierzchot-
kiem, takim ze zbiér s~!(w) jest nieskoniczony oraz niech e € s™!(w) bedzie krawedzia,
taka Ze ani e, ani e* nie pojawia si¢ w jednomianie nalezacym do nosnika a. Niech z = r(e).

Ustalmy wierzchotek v € E°(r). Z Lematu 4.2.6 dla kazdego wierzchotka u istnieje
Sciezka o poczatku w u i koficu w v v, € 9M(u, v). Podobnie przez o, bedziemy oznaczaé
Sciezke o poczatku w z i koncu w v.

Zatbzmy, ze v,w € EY i rozwazmy dowolny u € E°. Jednomiany o, i e, o, naleza do

Ly (E?, E?). Poniewaz vav = o, €* e, aak, uy, to korzystajac Lematu 4.2.11 dostajemy
ACQ (L, = €000, 0 = e, a0, 7 0. (4.13)

Mnozac pierwszy i trzeci jednomian w réwnaniu (4.13) z prawej strony przez au,
otrzymujemy

aed,, = eQ,a.
Ponownie korzystajac z Lematu 4.2.11, mamy

aLefaea,, = vav # 0. (4.14)

Zauwazmy, ze e*a;fje = 0 dla kazdego j € J, takiego ze |a;| + |B;] > 0. W takim razie
v =y = [ dla pewnego i € J. Zatem z rownosci (4.14) mamy vav = k,v dla pewnego

niezerowego k, € K.
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Powtarzajac rozumowanie z dowodu Twierdzenia 4.2.1 (1) wnioskujemy, ze a € K C
Z(L(E)).

Powtarzajac rozumowanie dla
e veEE)iweEY,

e v,weE,

e veEViweE?

otrzymujemy ze w tych przypadkach réwniez a € K C Z(Lk(FE)).

Zalézmy teraz, ze E jest grafem skonczonego rzedu. W tym przypadku bedziemy
wzorowac si¢ na dowodzie zamieszczonym w [5, Theorem 3.3].

Ustalmy wierzchotek v € E°(r). Poniewaz E jest w pelni skierowany i 7 nie ma wyjécia,
to dla kazdego u € E° zachodzi u > v. Z zalozenia zbiér wszystkich $ciezek, konczacych

sie na v, ktore nie zawieraja cyklu 7 jest skonczony. Oznaczmy ten zbior przez P,
P={p;:1<i<n}
Zatem zbior

B = {pi'ﬂgp;}i,je{l,...n}j;l U {pi(W*)gp;}i,je{l,...n}j;l U {pip; }ijeqt,..n}

jest baza Ly (F).
Pokazemy, ze Lx(E) = M, (K|[z,z7']). Istotnie, jesli E(i, ) oznacza macierz z doklad-
nie jedng jedynka w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, to ¢ na elementach z bazy zdefiniowane

nastepujaco:
o(pim'pl) = 2'E(i,§), o(pi(x")'p}) =2 'E(i,j), o(pi;) = E(i, ])

rozszerza sie do izomorfizmu algebr.
Z [19, Theorem 3.3] centrum Z (L (FE)) algebry Ly (F) jest rozpiete przez zbiér
Bz = {zn:]?ﬂfgpf} U { ipi(ﬁ*)gp;k} U { ipzpf}
i=1 e>1 i=1 =1 i=1
Z definicji algebra Ly (E?, E?) jest rozpigta przez wielomiany z B, ktére zaczynaja sie
w zbiorze E? i koiiczg sie w E°. Mozemy tak dobra¢ indeksy, ze istnieje j € {1,...,n— 1},
takie ze s(p;) € EY dla kazdego i spelniajacego 1 < i < j oraz s(p;) € EY dla kazdego i

spetniajacego 7 < i < n.
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Niech F' = Frac(K [z, z7']) bedzie cialem ulamkéw nad dziedzina catkowitosci K[z, ™.
Wtedy M, (K[z,z7!]) jest podalgebra M, (F) nad cialem K oraz przypomnijmy, ze
M, (F) = Lp(E), gdzie graf £ jest grafem z przyktadu (2.2.2).

Niech A = Z(Lg(E)) + Lx(E?, E?). Skladajac dwa wczesniej wspomniane izomor-
fizmy (i naduzywajac notacje) mozemy zauwazy¢, ze obraz A w Lp(E) jest réwny
Kz, 27 + Ly 1) (€2, EY), gdzie £2 = {vy,...,v;} 1 &Y = {vjp1,..., v}

Z Twierdzenia 4.2.1(1) F -1+ Lp(&2,&Y) jest maksymalng przemienng podalgebra

sIrEr

Lr(E). Rozwazajac element r € F -1+ Lp(EY,EY), wnioskujemy, ze r = ab™! dla pewnych

s &r

elementéw a € Kz, 27 + Ly —1)(E,EY) 1 b € Kz, 271

sIr¥r

Skoro F -1 = Z(Lp(£)), to wnioskujemy, ze K[z,27 '] + Ly, ,—11(E2,E) jest maksy-
malng przemienng podalgebra algebry Ly, ,-1)(£). Poniewaz Ly, ,-17(€) jest obrazem
M, (K [z, z7']) w Lp(E), to mozemy zauwazy¢, ze A jest maksymalna przemienng podal-

gebra w Li(E). O

4.2.5 Dalsze rozwazania i komentarze

Graf E nazywany jest kometq, jesli ' ma doktadnie jeden cykl 7, ktory nie ma wyjsé
v > E%7) dla kazdego v € E°.

Zacznijmy od nastepujacych spostrzezen.
Uwaga 4.2.3.

(a) Dla dowolnego podziatu (E?, E?) zbioru wierzchotkéw E° (gdzie |E°| > 1) mamy
Li(E% EY) N Z(Lg(E)) = {0}. Jest jasne, ze Z(Lk(E)) jest podzbiorem kazdej mak-
symalnej przemiennej podalgebry Ly (FE). W takim razie, z Twierdzenia 4.2.1(1) oraz
dowodu pierwszej czesci Twierdzenia 4.2.1(2), jesli Lx(E) jest algebra pierwsza, to

K -1, jedli |E| < oo i E nie jest kometa,
Z(Lk(E)) =

{0}, jedli |E°| = oo.

(b) Gdy E jest grafem skoniczonego rzedu, a algebra Sciezek Leavitta Ly (F) jest prosta, to
kazdy cykl w E ma wyjscie (zob. [6, Theorem 3.11]). Laczac ten fakt z powyzsza uwaga,

dostajemy (zob. [43, Theorem 4.2]): jesli E jest grafem skonczonego rzedu i algebra $ciezek
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Leavitta L (F) jest prosta, to jej centrum jest postaci

K -1, jedli |E| < oo,
Z(Lk(E)) =

{0}, jesli |E°| = oo.
Uwaga 4.2.4. Rozwazajac Ly (EY, EY) dla dowolnego podziatu (E?, E?) zbioru E° oraz jadro
przemienne Mg (E) (zob. Definicja 4.2.5) algebry Ly (E) zachodzi Mg (E)NLi(E?, EY) =
{0}.

Przypomnijmy, ze dla kazdego ciala K maksymalny ograniczenie goérne wymiaru
maksymalnej podalgebry przemiennej algebry macierzy M, (K) wynosi L”;J + 1. Chceac
uogoélni¢ powyzszy fakt, dla grafu E wprowadzimy nowe pojecie E-wymiaru. Pozwoli
ono uzyska¢ podobne ograniczenie na wymiar przemiennych podalgebr pierwszych algebr

Sciezek Leavitta.

Definicja 4.2.3. Niech E bedzie grafem, takim ze |E°| < oo, K bedzie ciatem i niech A
bedzie podalgebra Li (F). Najwieksza liczbe d, taka ze istnieje d r6znych par wierzchotkéw
(v,w) € E° x EY takich ze vAw # {0} i vAw C A, nazwiemy E-wymiarem A i bedziemy

oznaczaé przez Edim(A).

Stwierdzenie 4.2.16. Niech E bedzie grafem, |E°| < oo i K bedzie ciatem. Jesli A jest
podalgebrg Lk (FE), to Edim(E) < dimg(A).

Dowdd. Niech A bedzie podalgebra Ly (FE) i niech

('Ul,'LU]_), (/UQ,UJQ), ey (UWL?wm)

beda wszystkimi parami E° x E°, dla ktoérych v;Aw; # {0} i v;Aw; C A, i =1,...,m.
Wezmy dla kazdego i element a; € A, taki ze v;a;w; # 0. Wtedy elementy vya,wy, . . ., UpGm Wy,

sg liniowo niezalezne, co dowodzi nieréwnosci pomiedzy wymiarami. n

Rozwazajac graf € przedstawiony w Przykladzie 2.2.2 i izomorfizm (2.3) widzimy, ze
dla dowolnej algebry A nalezacej do klasy wszystkich przemiennych podalgebr Lx (&)

zachodzi € dim(A) < dimg(A4) < UEEPJ + 1.

Z drugiej strony, powolujac si¢ na informacje znajdujace sie w Rozdziale 4.1, istnieja

128,

przemienne podalgebry A algebry $ciezek Leavitta Lx (&), dla ktérych £ dim(A) = [

Jest jasne, ze jeSli Lx(F) jest pierwsza algebra Sciezek Leavitta, gdzie F jest grafem

o skonczonej liczbie wierzchotkéw i przynajmniej jednym cyklu i A jest jej przemienng
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podalgebra, to wymiar dimg(A) moze byé¢ nieskonczony, ale wcigz E-wymiar A jest

skonczony.

Stwierdzenie 4.2.17. Niech K bedzie ciatem @ niech E bedzie grafem o skonczonej
liczbie wierzcholkow. Jesli Ly (E) jest algebrg pierwszq, to Edim(A) < L%j dla kazdej
przemiennej podalgebry A algebry Ly (FE). Dodatkowo, istnieje przemienna podalgebra A
algebry L (F), taka Ze Edim(A) = L%J

Dowadd. Zatézmy nie wprost, ze dla pewnej przemiennej podalgebry istnieje wiecej niz
L%J par (v;, w;) € E°x E°, takich ze dla kazdej z nich zachodzi v; Aw; # {0} i v;Aw; C A.
Woéwezas istnieje wierzchotek u, taki ze dla pewnych i, j, i # j, u = v; = w; i albo w; # u,
lub v; # u. Wezmy dowolny niezerowy element vjau € v;Au C A. Mozemy zatozy¢, ze a
jest jednomianem, wiec a = af* dla pewnych Sciezek «, 5. Niech z = r(«a) i rozwazmy

jednomian dc* € M(z,w;). Dla takiego jednomianu zachodzi Gdo* # 0, wiec réwniez

aféc* # 0. Zauwazmy, ze s() = r(5*) = u, co daje, ze fdo* € A. Zatem
Boc*a = afdc™ # 0,

ale to znaczy, ze v; = u i w; = u, sprzecznosc.

Dla drugiej cze$ci dowodu okreslmy

@; jesli | E°| jest parzyste,

%7 jesli |E°| jest nieparzyste.
Jesli vy, ..., v/go| sa réznymi wierzchotkami grafu E, to przyjmijmy Eg = {uy,... ’Uq}
i B = {vg41,. .. ,Uipo|}. Jest jasne, ze Edim(K -1+ Li(E° EY)) = L%J 0

4.2.6 O jadrze przemiennym algebry Sciezek Leavitta

W tym podrozdziale rozszerzymy pojecie algebry Sciezek Leavitta przez zastapienie
wspotezynnikéw z ciata K wspoélczynnikami z pierscienia przemiennego z jedynka R.
Badania tej konstrukeji zapoczatkowal Tomforde w pracy [50]. Nastepnie przywotamy
definicje pewnej przemiennej podalgebry algebry $ciezek Leavitta wprowadzonej w pracy
[18]. Pokazemy inny od oryginalnego dowdd, ze wspomniana przemienna podalgebra jest
maksymalna przemienna podalgebra. W dowodzie odwotamy sie tylko struktury algebry

Sciezek Leavitta.
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Definicja 4.2.4. Niech E bedzie grafem i niech R bedzie pierscieniem przemiennym
z jedynka. Algebrg Sciezek Leavitta ze wspotczynnikami z R nazywamy pierscien wolny R
generowany przez zbiér {v: v € E°}, bedacy zbiorem parami ortogonalnych idempotentéw

oraz zbior {e,e* : e € E'}, speiajacy nastepujace warunki:
1. s(e)e = e = er(e) dla kazdego e € E.
2. r(e)e* = e* = e*s(e) dla kazdego e € E*.
3. Dla kazdych e, f € E', e*e = r(e) oraz e*f = 0, jesli e # f.

4. Dla kazdego v € E° bedacego wierzchotkiem regularnym, dla ktérego istnieje przy-

najmniej jedna krawedz, ktorej jest on poczatkiem, zachodzi v = 3 ccpt. s(e)=0} €€
Algebre te bedziemy oznaczaé przez Lg(FE).

Definicja 4.2.5. Jgdrem przemiennym algebry $ciezek Leavitta Lr(E) nad przemien-
nym pierscieniem z jedynka R nazywamy podalgebre Lr(E) generowang przez wszystkie
elementy postaci aa™, ala* i aX*a*, gdzie «a jest Sciezkg w E 1 A jest cyklem bez wyjsc.

Jadro przemienne bedziemy oznaczaé przez Mpg(E).

Na mocy [18, Proposition 4.5] i [18, Theorem 4.13] Mgz(FE) dla dowolnego grafu F

i pierscienia R jest maksymalna przemienna podalgebra Lz (FE).

Stwierdzenie 4.2.18 ([18], Theorem 4.13). Niech E bedzie grafem, R niech bedzie prze-
miennym pierscieniem z jedynkq. Algebra Mg(E) jest maksymalng przemienng podalgebrg

algebry Lr(E) i Mg(E) = A, gdzie
A={z € Lg(FE): zaa" =aa’z, dla kaidego a € Path(F)}.

Dowdd. Fakt, ze Mg(F) jest przemienna algebra wynika z [18, Proposition 4.5]. Jasnym
jest, ze Mg(FE) C A. Zauwazmy, ze zbidr A jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie.

Zalézmy nie wprost, ze istnieje x € A\ Mg(F). Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjac,
ze element x jest elementem jednorodnym. Przyjmijmy, ze x jest w postaci zredukowanej
i niech n bedzie najmniejsza nieujemna liczba, dla ktérej M, (z) # 0 (zob. Definicja 4.2.2).
Niech af* € M, (). Mozemy réwniez zatozy¢, ze aff* ¢ Mg(E).

Ze Stwierdzenia 4.2.4 istnieja Sciezki v i 7, takie ze

V'Y =7"af = s(v") =r(3). (4.15)
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Dodatkowo, v = ao i 7 = o dla pewnej Sciezki o.

Z definicji zbioru A i réwnania (4.15) mamy
YA =AYV =7 =aga” 7 # 0,

co oznacza, ze Y7y # 0. Zatem o*a*fFo # 0, czyli réwniez o*3 # 0. Jedli |a] = |3, to
af* = aa* € Mg(FE), sprzecznosé. Wnioskujemy wiec, ze albo |a] > |3], albo |af < |5].
Przyjmijmy najpierw, ze |a| > |3]. W tym przypadku a = A dla pewnej $ciezki
A, wiec aff* = GAG*. Poniewaz af5* € Mg(E) i BAS* # 0, to A jest zamknieta $ciezka,
0

ktéra nie jest postaci cf, ani (c*)!, gdzie c jest cyklem bez wyijscia i ¢ jest dodatnig liczba

catkowity. Przyjmijmy zatem, ze
A= €1€2...€Ey

dla pewnych krawedzi ey, eq, ..., ey, gdzie s(e;) = r(e,) 1 istnieje krawedZ f, taka ze
s(ej) = s(f) ie; # f dla pewnego j, 1 < j < m.

Okreslmy z = fAoo*3*. Zauwazmy, ze z (4.15) i faktu, ze zbiér A jest zamkniety na
mnozenie zachodzi

z = PAoc* 3" =7 =y ayyt € A\ {0}. (4.16)

W takim razie mamy [foo*(3*z = z(Bo0*3*, co daje
Boo* Ao 3" = BAoc™ (" = z #£ 0.

Czyli o*\o # 0 oraz

0" A0 = €i€j11...€pe162...€; 1

dla pewnego i € {1,2,...,m}.
Rozwazmy Sciezke 6 = e;ei1...ej_1f, ktorej dtugosé jest nie wigksza niz n oraz

okreslmy niezerowy element
y = [add*c* 5" = Bod(Bod)”.

Korzystajac z réwnania (4.16) dostajemy, ze zy = yz. Zauwazmy, ze zy = S \add*c*F* # 0.

Z drugiej strony w iloczynie yz pojawia si¢ czynnik 6*0*Ao. Poniewaz f # e;, to
o o = (frei_y...€e/ 1€ )(ei€iy1...emerea... ;1) =0.

Zatem yz = 0, sprzecznosc.
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W podobny sposéb mozna rozwazy¢ przypadek, gdy |a| < |3].

Udowodnili$my zatem, ze A = Mpg(E). Maksymalno$¢ Mg(E) wynika z ostatnich
argumentow, przedstawionych w dowodzie [18, Theorem 4.13]. Pokazemy, ze Mpg(FE)
jest maksymalna przemienng podalgebra Lgr(F). Zat6zmy, ze istnieje C - przemienna

podalgebra Lp(FE), dla ktérej] Mr(E) < C, ale
C C{x € Lr(E) : zaa” = aa’z, dla kazdego a € Path(E)} = Mg(FE).

Zatem C = Mpg(FE). O
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Rozdziat 5

Prawostronny warunek (a.c.)
w pierscieniach wielomianow

i pierscieniach szeregéw potegowych

Na podstawie pracy [15].

5.1 Tlo i kontekst badawczy

W tym rozdziale poruszymy tematyke warunku (a.c.) zdefiniowana na poczatku roz-
dziahu trzeciego. Przedstawimy pewng konstrukcje pierscienia, odpowiadajaca na pytanie
zadane przez Honga i innych w pracy [28].

Pokazemy konstrukcje takiego pierscienia R, ktéry nie spelnia warunku (a.c.), ale za-
rowno pierécienn wielomianéw R[z], jak i pierdcien szeregéw potegowych R[[z]] go spetniaja.

Pierscienie speliajace warunek anihilatorowy sa rozwazane w wielu pracach, zarowno
w przypadku pierécieni przemiennych (zob. [27], [31], [36]), jak i w przypadku nieprzemien-
nym (zob. [28]). Pierscienie prawostronnie Bézout, quasi-Beara, w tym réwniez pierécienie
pierwsze, spetniaja warunek (a.c.) (zob. [28]).

Dla pierécienia R i f € R[z] (réwniez dla f € R[[z]]) oraz i > 0, przyjmujemy
oznaczenie (f); dla wspotezynnika stojacego przy wyrazie 2 w wielomianie f. Jesli w f
nie beda wystepowa¢ dodatkowe indeksy, bedziemy pomija¢ nawiasy i pisaé f;.

Dowdd nastepnego lematu jest natychmiastowy.
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Lemat 5.1.1. Niech K bedzie ciatem @ niech X bedzie zbiorem wolnych generatorow. Niech
R bedzie algebrg ilorazowq wolnej algebry K(X) przez ideal generowany przez jednorodne

relacje. Wtedy:

1. Jesli o, B sq niezerowymi elementami R, takimi ze supp(a)NK # 0 lub supp(8)NK #
0, to af # 0.

2. Jeslih = Y20 hia', g = 352 g;27 sq niezerowymi elementami R([x]] (w szczegdlnosci
h, g mogq byé wielomianamsi), takimi ze dla pewnego indeksu i zachodzi supp(h;)NK #
0 lub dla pewnego indeksu j, supp(g;) N K # 0, to hg # 0.

5.2 Warunek (a.c.) nie przenosi sie na wielomiany
i szeregi potegowe

W tym podrozdziale pokazemy konstrukcje pierscienia A, spelniacego prawostronny
warunek anihilatorowy, takiego ze pierscien wielomianéw Alx] i pierscien szeregowych
potegowych A[[z]] nie spelniaja tego warunku. W tym celu rozwazymy algebre ilora-
zowg z odpowiednio wybranymi relacjami, ktére zapewnia, ze algebra bedzie skoriczenie
wymiarowa. W algebrze tej dla dowolnego ideatu prawostronnego generowanego przez
dwa elementy algebry wskazemy prawostronny ideat gtéwny o tym samym anihilatorze
prawostronnym.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa rozpieta przez elementy zbioru
B = {607 €1, Ug, U1, 20, Zl}

nad ciatem K = Z,. Niech S(V) oznacza zbiér wszystkich K-wektorowych podprze-
strzeni W przestrzeni V', takich ze W = W, + W, gdzie W, jest podprzestrzenia prze-
strzeni span({eq, e1,ug, u1}) oraz W, jest co najwyzej jednowymiarowa podprzestrzenia

span({zo, 21}) -
Rozwazmy wolng algebre K (X), gdzie

X = {CLO;al;bOab17€07€17u07u17Z07215dW We S(V)}

Dla W = {0} element dy bedziemy oznaczaé¢ przez dy. Zauwazmy, ze zbiér X jest
skonczony.

Okreslmy ideal I algebry K (X) generowany przez nastepujace relacje:
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(R1) apep = arer = boug = byuy =0,

(R2) byug = ager, bouy = ayey,

(R3) agzo = a121 = bpzg = b1z1 = 0,

(R4) ayz9 = apz1, bizo = boz1,

(R5) dlai,j € {0,1}, aju; = be; =0,

(R6) {eo,e1,up, u1, 20,21} - v =0, dla dowolnego v € X,

(R7) v-{dw : W € S(V)} =0, dla dowolnego v € X,

(R8) v1v9v3 = 0, dla dowolnych vy, v, v3 € X,

(R9) dla dowolnego W € S(V), dw -t = 0 dla kazdego t € W.

Pokazemy, ze algebra A = K(X)/I jest pierScieniem ze wstepu tego podrozdziatu.
Klasy abstrakcji bedace elementami tej algebry bedziemy utozsamiac z ich reprezentantami.

Zauwazmy, ze ze wzgledu na zbiér generatoréw X i relacje (R8), algebra A jest
skonczenie wymiarowa.

Pokazemy, korzystajac z Diamond Lemma (zob. 1.1.2), ze kazdy element powyzszej

algebry ma jednoznacznie zdefiniowang prezentacje.
Niech zbiér 9MM(X) oznacza zbiér wszystkich jednomianéw nad alfabetem X. Ustalmy
dobry porzadek < na zbiorze X przez

G0<Cl1<bo<b1<€0<€1<U0<U1<Zo<21,

dowolne dobre uporzadkowanie zmiennych dy, i okreslenie, ze wszystkie one sa wigksze od
weze$nie] wymienionych zmiennych. Na zbiorze 9t(X) ustalmy porzadek shortlex, to jest
taki porzadek, w ktérym ciagi sa uporzadkowane ze wzgledu na dtugos¢, a ciagi tej samej
dhugosci sg uporzadkowane leksykograficzne zgodnie z porzadkiem < na zbiorze X.

Rozwazmy system redukcji

5251U52U...U59,
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gdzie

Sl = {(aoeo, 0), (alel, 0), (boUO, 0), (b1U17 0)}, (pOI‘. (R].)),
Sy = {(bruo, ager), (bous,areo)}, (por. (R2)),
S3 = {(a020,0), (a121,0), (boz0,0), (b121,0)}, (por. (R3)),
54 = {(alzo, CL()Zl), (blzo, boZl)}, (pOI‘. (R4)),
55 = . L{J }{(ain,O), (bi€j70>}7 (pOl". <R5))7
Se = y L}J {(e;v,0), (uv,0), (zv,0)}, (por. (R6)),
Sr= U A{(vdw,0)}, (por. (R7)),
Ss= U {(vivgus,0)}, (por. (R8)),
Sy = (U {(dwt,0)}, (por. (R9)).
WeS(V), tew

Zacznijmy od pokazania rozwiazalnosci naktadan.

Zalézmy, ze dla pewnych (m;,n;), (mj,n;) € S istnieja o, 3,7 € (X), takie ze af = m;
i By = m;. Zauwazmy, ze w S dla kazdego ¢ zachodzi |n,| = 2 lub n, = 0. Zatem, jesli
a # 1, to istnieje redukcja 71, taka ze r1(an;) = 0. Podobnie dla v # 1 istnieje redukcja 7o,
dla ktorej ro(n;y) = 0. Zatem, gdy v # 11y =1, to off = m; 1 § = m;. Na podstawie
budowy zbioru S, stwierdzamy, ze n; = 0, wiec réwniez n;y = 0 oraz istnieje redukcja rq,
dla ktérej ri(an;) = 0. W analogiczny sposob mozemy rozwazy¢ sytuacje, gdy o = 11
v # 1. W przypadku, gdy o = 11 v = 1 mamy m; = m;, wiec an; = n; = n; = n;7.

Rozwiazalnos¢ inkluzji mozna pokaza¢ w podobny sposéb.

Przedstawmy teraz dla kazdego elementu jednoznacznie zdefiniowang posta¢ w na-
stepujacy sposob: Niech a bedzie elementem A. Jesli jednomian m wystepuje w relacji
(R2) lub (R4) po lewej stronie jako sktadnik «, to zastepujemy go jednomianem stoja-
cym po prawej stronie w odpowiedniej relacji. Jesli dla pewnego W € S(V) i pewnych

ti,to, ..., tx € {eo, e1,up,ur }, 1 < k < 4, takich ze t; <ty < ... < t; zachodzi
dwtl + dwtz + ...+ dwtk =0 (ZOb. (Rg)),

to jezeli jednomian dyt, wystepuje w «, to jest on zastapiony przez dwt; + dwts + ... +
dwtg—1. Natomiast, jesli mamy relacje dyzo + dwz; = 0 dla pewnego W € S(V), wtedy

dwz W « zastapimy przez dy zg.
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Jest jasne, ze radykal Jacobsona J(A) algebry A jest idealem generowanym przez
wszystkie elementy X, wigc réwniez zachodzi A/J(A) = K.

W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy sie trzymaé nastepujacego oznaczenia: jesli
a € J(A), to a = oM 4 a?, gdzie oY) jest sumg jednomianéw z X, natomiast a!?
jest sumg jednomianéw z X2. Dodatkowo przez D oznaczmy przestrzen rozpicta przez

wszystkie elementy dy; D = span({dw : W € S(V)}).

Lemat 5.2.1. Niech o bedzie niezerowym elementem A. Wowczas spetnione sq nastepujgce

warunki:
1. Jedli o € J(A) i M) £ 0, to ann?(aA) = ann? (aV).
2. Dla B € span({eq,e1,up,u1}) @ v € span({z, z1}),
a(f+79)=0&af=ay=0.
3. Jesli o € span({ao, ay, by, by, dw : W € S(V)}), to annl(aA) = U + D + J(A)? dla

pewnego U € S(V).

Dowéd. 1. Niech o bedzie elementem nalezacym do J(A), takim ze a(!) # 0.
Rozwazmy element 5 € A i przypusémy, ze 3 jest prawostronnym anihilatorem aA. W
szczegblnosei af = 0. Z warunku (R8) 1 stosujac notacje przedstawiona powyzej, mozemy

zapisaé 3 =k + M 4 g3, gdzie k € K, 1) € X oraz f?) € X?. Zatem
(& +a@) . (k+ Y + p®) =0,
co po wymnozeniu daje
ka® 1+ W80 1 aMFA 4 k0@ 4 4@ 4 @5@ _ o,
Ponownie korzystajac z (R8) mamy
ka® + a®g0 4 pa® — 0.

Poniewaz o) # 0, wiec k = 0. Zatem z powyzszego rownania otrzymujemy o)1) = 0,
co daje a3 = aW(BW + @) = 0. Pokazaliémy wiec, ze ann?(aA) C ann? (o).

Podobnie pokazemy przeciwng inkluzje. Niech element 3 € A jest prawostronnym
anihilatorem o) i niech v € A. Jak wczesniej zapiszmy

B=k+ B0+ 5 =440+,
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gdzie k, ¢ € K, M 4D € X oraz 3, v? ¢ X2
Mamy wtedy

ka® 4+ o304 oM50) — (0% 4 g0 4 g@) — g,

co daje kaV + aMBM) = 0. Wnioskujemy wiec, ze k = 0 i aV31) = 0. Z ostatnich

réwnosci 1 warunku (RS)

0B = (@ + a®) - (0 + D +4@) . (3D 4 32)) = gaM 3N —

A

z czego wynika zawieranie ann?(a(")) C ann?(aA). Wykazalismy wiec, ze ann?(aA) =
ann? (o).
2. Skoro 3 € span({ep, €1, up, u1}) iy € span({zo, 21}), to rozwazajac relacje definiujace
algebre A otrzymujemy aff = ay < af = ay = 0, co konczy dowdd rozwazanego punktu.
3. Niech a € span({ag,ai,bo,b1,dw : W € S(V)}) i @ # 0. Z punktu 1. mamy

ann?(aA) = ann? (). Zauwazmy, ze
ann? (o) = ann?(a) NV + D + J(A)2
Ponadto z punktu 2.

ann(a) NV = (ann?(a) N span({ey, e1, uo, u1}))
+ (ann?(a) N span({zo, 21 })).

Jesli ag € supp(a), to azy # 0. Istotnie agz; pojawi sie w jednomianie po redukeji, a zatem
rowniez w nos$niku az;. Podobnie postepujemy z dowolnie innym generatorem, mogacym

naleze¢ do nosnika « (ewentualnie dodatkowo korzystajac z relacji (R4) lub (R9)). Skoro

ann’}(a) N span({zo, z1}) nie jest przestrzenia dwuwymiarowa, wiec mamy

U=am’(a)NV e S(V)
i ann?(aA) = U + D + J(A)?, co chcieliémy pokazaé. O
Stwierdzenie 5.2.2. Algebra A spelnia (prawostronny) warunek (a.c.).

Dowdd. Opiszmy najpierw prawostronne anihilatory niezerowych idealéw gtownych alge-

bry A.
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Niech a € A bedzie niezerowym elementem. Jesli 1 € supp(«a), to « jest elementem
odwracalnym i ann?(aA) = ann?(A) = {0}. Mozemy wiec zatozy¢, ze 1 & supp(a). Jesli
) eV, to
ann’(aA) = J(A).

Jesli oM #£ 0 i supp(a™) N {ag, ay, by, by, dw : W € S(V)} # 0, to korzystajac z relacji

(R6) i Lematu 5.2.1 zauwazamy, ze
ann? (aA) = ann? (M) = U + D + J(A)?,

dla pewnego U € S(V).

Teraz mozemy dokonczy¢ dowdd Stwierdzenia. Poniewaz dowolny element nalezacy do
A\ J(A) jest odwracalny, to wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych a, 3 € J(A), ann? (oA +
BA) = ann?(vyA) dla pewnego v € A.

Rozwazmy przypadek, gdy «, 5 € J(A) i dla tych elementow

ann? (wA) = ann? (aW) = U, + D + J(A)?
oraz
ann? (A) = ann? (B) = U, + D + J(A)?,

dla pewnych Uy, Uy € S(V). Oczywiscie UyNUy € S(V). Jesli UyNUy = {0}, to ann?(a A+
BA) = D+ J(A)? = ann?(dyA). W przeciwnym przypadku dy,ny, - (U3 NUs) = 0 (z relacji
(R9)) oraz

ann/ (aA + BA) = (Ui NUs) + D + J(A)? = ann? (dy, i, A).

Kolejny przypadek to o € J(A), dla ktérego ann?(aA) = ann(aV) = U + D + J(A)?,
gdzie U € S(V), oraz 3 € J(A) i ann?(BA) = J(A). Wowczas ann (a A+ BA) = ann? (aA).

—e

Analogicznie mozemy pokazaé¢ pozostate dwa przypadki, gdy ann(ad) = J(A) i
ann?(BA) = U + D + J(A)?, gdzie U € S(V) oraz gdy ann?(aA) = ann?(B3A) = J(A). To
na mocy uwagi [28, Remark 1(2)] koficzy dowdd. O

Teraz pokazemy, ze dla tak skonstruowanego pierscienia A, pierscien wielomianéw Alz|
nie spetnia warunku (a.c.).
Dla dowolnego elementu pierscienia wielomianéw f € Alx] istniejg (O, ), f@) takie

ze f = fO 4 fO 4 @ § wszystkie niezerowe wspotczynniki f(© sg réwne 1, nosniki
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wszystkich niezerowych wspétezynnikéw f) sg podzbiorem X, i nosniki wszystkich

niezerowych wspotezynnikéow z f) sg podzbiorem X2. Na przyktad dla wielomianu
f =ao+ (areg + 1)z + bya®,

mamy f© = z, fO = aqy + b2, f@ = ajepr. Co wiccej dla i € 0,1,2 oraz j €
N przyjmijmy oznaczenie ( f(i))j na wspotezynnik stojacy przy 2/ w wielomianie f@.

Zauwazmy, ze () nalezy do centrum Alx].
Stwierdzenie 5.2.3. Pierscien wielomianow R = Alx] nie spetnia warunku (a.c.).

Dowdd. Pokazemy, ze annZ((ag + a1x) R + (b + bix)R) # ann®(fR) dla kazdego f € R.

Zal6ézmy nie wprost, ze dla pewnego f € R zachodzi
ann’((ag + a17)R + (by + biz)R) = ann*(fR). (5.1)

Zauwazmy, ze

20+ 217 € annf((ao + Clll’)R + (bo + b1$)R>

Istotnie, korzystajac z relacji definiujacych algebre A, dla dowolnych wielomianéw g, h € R
zachodzi

((ao + alx)g + (bg + bll')h) : (Zo + le') =
(ao20 + (a120 + apz1)z + a1 212%)g + (bozo + (b120 + boz1)z + biz12?)h = 0.

Zatem mamy takze f(z + z17) = 0 i w szczegdlnoéci fM (2o + z12) = 0.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego W € S(V') i dowolnego i > 0 element dy, nie nalezy
do noénika supp((f());). Istotnie, w przeciwnym przypadku niech ¢ bedzie najmniejsza
liczba, taka ze nosnik (f(), zawiera pewien element dyy, dla przestrzeni W € S(V).
Poniewaz (fM)zo + (fM)y_121 =0dla € > 11 (fM)y29 = 0 dla £ = 0, to mozna zauwazy¢,
ze dwzy = 0. Poniewaz W € S(V) iz € W, to z; ¢ W. W takim razie dyz; # 0
i (f1),21 # 0. Dodatkowo, dyy 2, wystepuje w nosniku zredukowanego jednomianu (f1),2;.
Poniewaz dyyz; nie moze pojawié¢ sie w noéniku (fM),41 29, wnioskujemy, ze wspotczynnik
przy ‘7 w f() (2 4+ 217) jest niezerowy, sprzecznosé.

Z Lematu 5.1.1 dostajemy f = f) + f?). Z powyzszych rozwazan, dla dowolnego
1 >0

Supp((f(l))Z) g {CL(), ai, bOa b17 €o, €1, Up, U1, 20, Zl}'
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Dla dowolnego y € {ao, as, by, b1, €0, €1, ug, u1, 20, 21} definiujemy element fy(l) €ER

w nastepujacy sposob: dla kazdego i > 0

y gdy y € supp((fM),),

(fi); =
0 gdy y & supp((fM),).

Zgodnie z definicja zachodzi
F= 5+ 1D+ B+ 5D+ Y (5.2)
yeB

gdzie B = {eq, 1, ug, u1, 20, 21 }. Dodatkowo

(£ + ) (20 + 217) = 0 (5.3)

oraz
() + £P) (20 + 2a2) = 0, (5.4)

Poniewaz

(féo” +fa) 4 2 AP+ f<2>>e0 ~0

yeB
i (ap+ a1z)eg = arepx # 0, to réwniez f + f{V # 0 (z réwnan (5.1) i (5.2)). Podobnie,
zastepujac ey przez ug, dostajemy, ze bo )+ fb1 #0.
Kolejny krok zwiazany jest z wykorzystaniem réwnania (5.3). Niech k& bedzie najmniejsza

liczba, dla ktorej

(£5 + 1), #0.
Jako, ze a129 # 01 apzg = 0, musi zachodzi¢ (fé;)) =aqgi (f(1 )i = 0. Roéwniez nietrudno
zauwazyc, ze
dla dowolnego i >k, (f1); = ag & (f{)is1 = a1. (5.5)

Niech teraz P = {i € NU{0} : (f{V)); = ao}. Oczywiscie poniewaz k € P, to P # 0.
Dodatkowo z réwnania (5.5) mamy
(fé;) + fﬁ)) = (ap + a1) ( > xl)
ieP

(1)

Postepujac analogicznie z elementami fb(ol) zauwazamy, ze istnieje niepusty zbior liczb

naturalnych @, taki ze

(fg) + D) = (b0 + bax) (3- 2).

JeQ
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7 ostatnich dwdch réwnosci 1 rownania 5.5 zachodzi

f=(ao +@1$)(Z$i) + (bo + blx)( > ﬂ) +> fél) 1@,

iEP JjeEQ yeB

Niech g = ¢(@ 4 g™ + ¢® bedzie dowolnym elementem R. Zauwazmy, ze fg = fg'% + fg).

Rozwazmy element

h = (eg +elx)(ij) + (uo—l—ulx)(in).

jeQ ieP
Wtedy fgMh = 0 oraz
f9Oh = |(ao +arz) (3 a') + (bo + baz) (Yo a?) + 3 £V + f(Z)] h-g”
L i€EP JEQ yEB
= (ag—l—alx)( J:Z) +(b0+b1x)( xj)] h-g"
L ieP JjeQ
= |(ap + alx)( :EZ> + (b + bﬂ)( x])]
i€P JEQ

: l(eo +ez)( > ) + (g +wr) (Y x)] - g©

JEQ iepP

= [(apeo + bowo) + (apey + areq + bous + byug)x + (are; + byuy)z?]

.(in)(zzy‘).g(m:@,

i€P JEQ
gdzie ostatnia réwnosé wynika z relacji (R1) i (R2). Mamy zatem fgh = 0. Z drugiej

strony

(ap + ar)h = (ag + a1x)(eo + 619‘3)( > xj) = [(ager + aleo)x]( 2 xj) 7 0.

JjeQ JeQ
W takim razie h € ann®(fR) oraz h ¢ ann'((ag + a12)R + (by + b1x)R), co przeczy

réwnosci 5.1. O

Korzystajac z tych samych argumentow dostajemy podobne twierdzenie w wersji dla

szeregbw potegowych.

Stwierdzenie 5.2.4. Pierscien szeregow potegowych Al[z]] nie spelnia warunku (a.c.).
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5.3 Wspodtczynniki nie muszg spetnia¢ warunku ani-
hilatorowego

W zwiazku z poprzednim podrozdziatem uzasadnione jest pytanie o to, czy jesli Alx] lub
Al[z]] spelniaja warunek (a.c.), to czy réwniez algebra A go spetnia. W tym podrozdziale
uzasadnimy, ze nie zawsze tak jest. W tym celu skonstruujemy skonczenie wymiarowsa
algebre A nad cialem K = Z,, ktora nie spetnia warunku (a.c.), ale zaréwno A[z], jak
i A[[z]] spelniaja ten warunek.

Pokazemy, ze taka algebra jest A = K(X)/I, gdzie K = Zy, X = {a,b,c,d,dy,ds,ds}
jest zbiorem generatoréw oraz I jest ideatem K (X) generowanym przez nastepujace relacje:

(R1) cd = bd = ad, cdy = ady, cdy = bds, bds = ads,

(R2) {d,dy,ds,ds}v =01v-{a,b,c} =0 dla kazdego v € X,

(R3) vyvauz = 0, dla dowolnych vy, vg, v3 € X.

Jak w poprzednim podrozdziale klasy abstrakcji utozsamiane beda z ich reprezentan-
tami.

7 okreslonych relacji wynika, ze iloczyny pewnych dwoch elementéw z X moga by¢
zareprezentowane na rézne sposoby, ale nadal jako iloczyny dwdch elementow z X. Zatem
mozna uporzadkowacé elementy ze zbioru jednomianéw nad X, porzadkiem shortlex, w
ktorym a < b < ¢ < d < d; < dy < d3 i skorzysta¢ z Diamond Lemma. Pozwala on
zareprezentowaé jednoznacznie dowolny element o € A jako kombinacje liniowa elementow

ze zbioru B U {1}, gdzie
B ={a,b,c,d,dy,dy,ds,ad, ady, bdy, ady, bds, ads, cds }.
Oczywiscie algebra A posiadajaca takg baze jest skonczenie wymiarows K-algebra.
Stwierdzenie 5.3.1. Algebra A nie spetnia (prawostronnego) warunku (a.c.).
Dowdd. Rozwazmy ideat L = (a + ¢)A + (b + ¢)A. Zauwazmy, ze z relacji (R1) i (R3)
d € ann?(L).
Zatézmy nie wprost, ze istnieje takie o € A, ze ann?(aA) = ann?(L). Zapiszmy

o = /CO + kla + kzb + ]i]gC + /C4d + k5d1 + k'6d2 + k7d3 + kg’w, (56)

gdzie k; € K dla ¢ € {0,...,8} oraz w jest sumg jednomianéw nalezacych do X? N B.
Poniewaz d € ann’ (L) = ann?(aA), wiec ad = 0. Stad ko = 0, z relacji (R3) wd =01 z

T

relacji (R2) (ksd + ksdy + kgda + k7d3)d = 0. Zatem réwniez kyad + kobd + kszcd = 0.
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Zatézmy, ze k3 = 0. Wtedy kyad + kobd = 01z (R1) k1 = ko. Jeli ky = ko = 0, to
ds € ann?(aA), ale d3 ¢ ann?(L), sprzecznosé. Natomiast, jesli k; = ky = 1, to réwniez
dostajemy taka samg sprzecznosc.

Mozemy wiec zatozy¢, ze ks # 0. Poniewaz kiad + kobd + ksed = 0, to albo ky # 0

iky=0,albo ky =01 ky # 0. Zatézmy, ze k1 # 01 ky = 0. Wtedy
o = kla + kgC + k4d + k5d1 + kGdz + k7d3 + kgw

i dy € ann?(aA), ale d; ¢ ann?}(L), sprzeczno$é. Symetrycznie, sprzecznoéé dostaniemy
rowniez gdy k; = 01 ky = 1. W takim razie A nie spelnia prawostronnego warunku

anihilatorowego. O
W pozostatej czesci tego podrozdziatu przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

T = {d7 d17 d27 d37 CLd, adlv bd17 adQ; bd27 a’d37 Cd3}7
P ={a,b,c,ad,ady,bdy,ads, bdy, ads, cds},
W ={a,b,c}.

Przyjmijmy dodatkowo, ze e; = a+c, ea = b+c1ie3 = a+0b. Dla dowolnego elementu y € B
i dowolnego elementu h € Alx], ktérego wspotezynniki sg w jednoznacznie wyznaczonej
postaci, podobnie jak byto w dowodzie Stwierdzenia 5.2.3, definiujemy element h, € A[z]
wzorem:

y, gdy y € supp(hy),
(hy)i =
0, gdyy & supp(hy).

Dla podzbioru Y zbioru B, przez hy oznacza¢ bedziemy element >, cy hy,.

Dla f € Alz] (réwniez dla f € A[[z]]), przez Cf oznaczaé bedziemy zbiér niezerowych
wspétezynnikéw f. Tak jak w poprzednim podrozdziale, przez R bedziemy oznaczaé Alx].
Poniewaz rozwazamy dzielniki zera w R, to korzystajac z Lematu 5.1.1 mozemy zaktadaé
ze wielomian h € R rozwazany w ponizszych lematach spelnia C C span(B). Wtedy

zgodnie z powyzszymi oznaczeniami mozemy zapisac
h = hp + hy.
7Z relacji definiujacych A mamy

ann’(h) = ann®(hR). (5.7)
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Dodatkowo dla g € R

hg=0<= hr-g=01ihy-g=0, (5.8)
oraz jesli

hy # 0, to ann’(hr) = span(B)[z]. (5.9)

Co wiecej z réwnosci 5.7 oraz z relacji (R2), jesli hy # 01 Cy, C span(B), to

ann?(hR) = ann(h) = ann®(hy). (5.10)

T

Lemat 5.3.2. Niech g € R bedzie niezerowym elementem, takim ze Cy, = {d}. Niezerowy
element h € R, taki zZe Cy, C span(W) jest lewostronnym anihilatorem g wtedy i tylko

wtedy, gdy Cy, C {e1,ea,€3}.

Dowdd. Jesli Cp, C {eq,es,e3}, to hg = 0, wiec wystarczy pokazaé przeciwna implikacje.
Zalézmy, ze hg = 0 i dla pewnej nieujemnej liczby n mamy h,, € {a,b,c,a + b+ c} =
span(W) \ {e1, ez, e3,0}. Niech n bedzie mozliwie najmniejsza liczbe o wspomniane;j
wtlasnosci. Rozwazmy najmniejsza liczbe m, dla ktérej g, # 0. Zatem g, = d. Poniewaz
hp_1,...,hg € {e1,e2,€3,0} 1 gmits-- -, Gnem € {0,d}, to dostajemy
(A ntm = Pngm + hn—19m+1 + - - + PoGnim
= hpd + "y 1Gmi1 + - -+ hoGnim
= hpd # 0,

sprzecznosé. O

Dowdd nastepnego lematu jest analogiczny do dowodu Lematu 5.3.2 z doktadnoscig do

zmiany zmiennych.

Lemat 5.3.3. Ustalmy k € {1,2,3}. Niech g € R bedzie niezerowym elementem, takim
ze Cy = {di}. Niezerowy element h € R, taki ze C, C span(W) jest lewostronnym

anshilatorem g, wtedy i tylko wtedy, gdy Cy = {ey}.

Lemat 5.3.4. Jesli h jest elementem pierscienia R, takim ze Cy, € span(W) i dla pewnej
nieujemne;j liczby n zachodzi hy, € {a,b, c,a+b+c}, to ann’*(h) = annf(hR) = span(P)[x].

T

R
T

Dowdd. Zauwazmy, ze dzieki (R2) zachodzi span(P)[z] C ann,(h). Pozostaje pokazaé
przeciwng inkluzje. Zatézmy nie wprost, ze istnieje element g pierécienia R, dla ktorego
hg =01 (gy)m # 0 dla pewnego m > 01y € {d,dy,ds,ds}. Wtedy g, # 0 i z relacji (R3)
tatwo zauwazy¢, ze hg, = 0. Zatem korzystajac z Lematu 5.3.2 i Lematu 5.3.3 dostajemy

sprzecznosc. O
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Lemat 5.3.5. Jesli h jest niezerowym elementem pierscienia R, takim Ze Cj, C {ey, ea, €3}
i dla pewnych nieujemnych liczb ny, ny zachodzi h,, = e;, hy,, = ¢e;, dla i # j, to

ann®(h) = span(P U {d})[z].

Dowadd. Zatézmy, ze element h spetnia warunki Lematu. Poniewaz dla dowolnego ¢ mamy
hi € {e1, ez, e3}, to jest jasne, ze span(P U {d})[z] C annf(h).
Niech teraz g € R bedzie, takie ze hg = 0. Wtedy dla dowolnego k € {1,2,3},

hgdk =0.

Poniewaz dla pewnych ny, n, mamy h,, = e;1ihy, = ¢;, dla dwoch réznych i, 7, to z Lematu

5.3.3 dostajemy, ze g4, = 0. Zatem ann®(h) = span(P U {d})[z]. O

Dowdd nastepnego lematu jest analogiczny do przedstawionego dowodu Lematu 5.3.5.

Lemat 5.3.6. Jesli h jest elementem pierscienia R, takim ze C, = {ex} dla pewnego

ke {1,2,3}, to ann®(h) = span(P U {d,dy})[z].

Stwierdzenie 5.3.7. Pierscienn R = Alx] spelnia (prawostronny) warunek (a.c.).

Dowdd. Rozwazmy niezerowy element h € R, dla ktorego
ann’*(hR) # {0}.

Opiszemy mozliwe postacie tego anihilatora.

Z Lematu 5.1.1 mozemy zalozy¢, ze Cj, C span(B) oraz z réwnosci (5.7) dostajemy
ann’(hR) = ann’(h).

Wtedy h = hy + hy i spelniony jest jeden z nastepujacych przypadkow:
Przypadek 1. hy = 0. Wtedy ann?(h) = span(B)[z] z réwnosci (5.9).
Przypadek 2. hy, # 0. Wtedy z réwnosci (5.10) i Lematéw 5.3.4, 5.3.5 1 5.3.6 zachodzi

ann’(hR) = ann(h) = ann®(hy) = span(P)[z] lub
ann’(hR) = ann’(h) = ann®(hy) = span(P U {d})[x] lub

ann’(hR) = ann’(h) = ann’(hy) = span(P U {d, d;})[z] dla pewnego k € {1,2,3}.
Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego k € {1,2,3} mamy
span(P) C span(P U {d}) C span(P U {d,dy}) C span(B).
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Rozwazmy dowolne dwa elementy h,h € R i zalézmy, ze prawostronne ideaty gltéwne
pierscienia R generowane przez te elementy maja niezerowe anihilatory. Z powyzszych

rozwazan mamy
ann(h) C annf*(h), co daje ann(hR + hR) = ann®(hR) lub

ann’*(h) C ann’*(h), co daje ann®(hR + hR) = ann’(hR) lub

ann’*(h) = span(P U {d,di})[r] i ann’(h) = span(P U {d, d,})[x]

dla pewnych k # ¢, k, ¢ € {1,2,3}. Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy rozpatrzy¢ ostatni
przypadek. Wtedy
ann’(hR + hR) = span(P U {d})[z],

ale rowniez
ann’((e; + eox)R) = span(P U {d})|z],
wiec
ann’(hR + hR) = ann®((e; + ex2)R).
Zatem w dowolnym przypadku prawostronny anihilator ideatu hR + hR jest réwny prawo-

stronnemu anihilatorowi pewnego ideatu gtéwnego. O]

Uwaga 5.3.1. Powyzsze argumenty nie jest trudno powtorzy¢ dla szeregdw potegowych,
wiec réwniez A[[z]] spetnia warunek (a.c.). Podsumowujac, istnieje skoriczenie wymiarowa

algebra A, ktéra nie spelnia warunku (a.c.), ale A[x] i A[[z]] spelniaja ten warunek.
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